目 


录 


第一章线性距离空间 . 1 

§1 选择公理，良序定理， Zorn 引理 . 1 

§2 线性空间， Hamel 基 . 3 

§3 距离空间，线性距离空间 . 8 

M 距离空间中的拓扑，可分空间 . 15 

55完备的距离空间 . 18 

^ 列紧性 . 24 

S 7 线性赋范空间 . n 

§8 F - 空间 . 41 

§9 压缩映象原理， Frechet 导数 . 49 

习 .* * *.*.....*•*.*•*#**•**...*--****-.**»*********##*• 56 

第二章 Ffilbert 空间 . 60 

U 内积空间 . 60 

12 正规正交基 . 69 

S3 射影定理， Frechet-Riesz 表现定理 . 72 

§4 Hilbert 共轭算子， Lai-Milgmm 定理 . 79 

习題 . 89 

第三章 Banach 空间上的有界线性算子…… .. ^ 

51 有界线性算子 . 92 

§2 Hahn-Banacb 定理 . 100 

§3 Bairc 纲 ..*.*. 119 

54 对偶空间，二次对偶，自反空间 . 132 

§5 Banach 共扼算子 . 148 

§6 算子的值域与零空间 . 155 

序列弱收敛与序列弱*收敛 . 161 

料弱 fc 扑 . 170 





























53 M . 174 

第四章有界线性算子谱论 . 

51有界线性算子的谱 . 178 

§2射影算子与约化 . 190 

§3 紧算子 . 197 

H 有界自伴算子 . 221 

55有界自伴算子的谱测度与函数演算 . m 

%6 酉算子 . 245 

53®. 252 

第五章广义函数论大意 . 257 

引言 . 257 

U 基本函数空间鉑上的广义函数反其导数 . 259 

§2基本函数空间夕上的广义函数及其 Fourier 变换 . 264 

习题 . 275 

附录拓扑空间 . 277 

参考文献 . .. 281 

* 弓 1 . 284 

记号表 . 293 


* 2 • 





















第一章线性距离空间 

% 

S 1 选择公理，良序定理， Zorn 引理 

我们熟知数学归纳法，它是关于可数多个命题，或者说关于与 
自然数 ”有关 的定理 PO ) 的证明方法.但如我们要讨论的是不 
可数个命题，那怎么办呢？设想我们要证明一个定理 p («) 对一 
切皆成立，这里 i 未必是可数集，我们就需要一个比数 
学归纳法更一般的方法. 

假定集合/中任意两个元素《、彡之间总有先后次序，并且 
(0 若《在6之先，则丨便不在0之先. 

( ii ) 若《在*之先，6又在^之先，则《在^之先. 

这样的集合^叫做有 序集. 以下把《在6之先记作 u < b , 
更重要的是我们还时常要求 i 是 良序的 ，即 

^ 的任何非空子集^都必有一个属于^的最 
先的 元素， 

取 y - i ， 则良序集^便总有最先的元素，这个元 素记作 

«•* 

定理 1.1 对良序集如果 

1°尸(〜）为真，这里《。是^中最先的元素 • 

2° 若 PO ) 对一切 《，《 〆 》■<#, 为真，则 P 0?) 亦真. 

那么 K «) 对一切皆真. 

证 若定理不真，则集合不真 } 非空. 
从^是良序的知/有最先的元素 a 拿. 

由1° 有 显然当•时， /»(«) 为真.由 2° 
便知 ？(《*) 亦真，这与矛盾.证毕. 

人们把这个定理叫做 超限归纳法. 


但是，是否每个集合都能赋予一个先后次序并且使之成为良 
序集呢？答案是肯定的，这叫做良序 定理. 它可以用所谓 Zermelo 
的选择公理来证明.（参见 [12] 第 14 章， §7, 定理 2) 

选择公理设^ _ { W } 是一个非空集合构成的族，则必存 
在定义在^上的函数 /， 使得对一切^都有 /(AO € 况. 

B. Russell 说得很有意思，对于无穷多双鞋子，选择公理显然 
是对的.例如，我们可以说都选取右脚的鞋子.但是对于无穷多双 
袜子呢？那就很不显然了. 

选择公理远不如欧氏几何学上的公理那掉直观.它多年来在 
数学界引起极大的争论，迫使每个搞数学的人必须对它表态.由 
于选择公理与世所公认的公理系统 ZF 既是相容的，也是独立的； 
更由于没有选择公理，现今泛函分析的基石，如 Hahn - Banach 定 
理， Banach - Ajaoglu 定理等的证明就将失去了依据（参见 [20]) ， 
所以我们承认选择公理和与之等价的良序定理以及下文的 2 orn 引 
理.今后在需要的时候，将按照我们的方便而随意引用其中一个。 

定义 U 对一族元素沒 O 如果在某些对元素 O , 彡）上有二 
元关系，记作彡.它具有 性质： 

若厶且厶<口，则 a ^ b 5 

若6且则 j 
则称 I 按照关系<为部分有序的. 

例1设 f 是某个非空集合£之一切子集的集合.定义 
/彳心若 浓 且 jczs . 那么#按~<为部分有序集. 
应该指出，这是最直观，但也是最典型、最常见的部分有序集. 

定义 1.2 设 f 按<为部分有序集. 

( i ) 对 Yd 若有‘，使尤对一切<€7都成 
立，则称 P 为/的上界 • 

( n ) 如果对 f 中任意两个元素 m 必定有 * < y 或 

X ， 则称 f 是 完全有序的. 


( iii ) 祢为^ •的 极大元 ，如果有:使则 

必有 x =• 

例2 对复数 z ^ x -h iy f 如 一《 + i _"， 定义 z < u /， 当 

可见复平面为部分有序的，而实轴、虛轴及某些 
直线则是完全有序的. 

定理 1.2 (Zorn 引理 ， 1935 ) 设沒 为非空的部分有序集. 
如果 f 的任何完全有序的子集都有一个上界在 f 中，则 f 
中必含有极大元. 

可 以证明 Zorn 引理和选择公理是等价的.参见 [41],P.6. 

§ 2线性空间， Hamel 基 

定义 2.1 设 X 是非空集合， / C 是数域（实数域或复数域).如 
果在 X 上定义了加法运算，即对 X 中每对元素 r ， y 都对应 X 中一 
个元素2,用 z = ^ + y 表示；又定义了数乘运算，即对每个数 a € 
K 和每个元素 x ^ X 都对应 X 中一个元素《，用《 — ojc 表示；而 

且满足如下 公设： 

1. x -h y =* y + jc. 

2. jc -h (y 2f) (jt -h y) -h a. 

3. X 中存在唯一元素，用 0 表示，使对每个; r € X ，尤 + 0， x . 
0称为 X 中零元. 

4. 对 义中每个元素 X, 都存在唯一元素，用 一 I 表示 ，使 

X 4- ( — ^) 0. 

f 

5. a(Jt -h y) ^ a^r + ay m 

6. (a + fi)x ax fix. 

7 - of (卢: t ) 一 

8. lx * x. 

这里 x 9 y 9 zeX 9 a ,/?€ K . 则称 X 按上 述加法和数乘 成为复（当 
/ C 为复 数域) 或实（当 K 为实数域) 线性 空间.通常又称为向 * s 
间, 空间 中的元素又称为向置 或点. 



今后如不特别指明，“线性空间”既可以是复的，亦可以是实 
的，其中的“数”《，#则按所论空间是复或实的而定.任何复线性 
空间必然也是实线性空间. 

容易证明，在线性空间 X 中对所有向量 X 和数《都有 
Ojt 0* 

( — 1)jc — x f 


a0 ==■ 0^ 

为了方便起见，今后我们记 f — y 代替* + (— y ), 不难证明下述 
消去律在线性空间 x 中成立. 

z 9 

ax — ay 且 a 与 0 今 
ax ^ fix ^ x 0 ^ a ^ 

定义 12 线性空间 X 中的一个非空子集加称为 X 中的 线性 
流形， 如果对任意的 x 9 y ^ M 与数 a ， 都有 x -b y 9 ax € M % 

如果 M 是 X 的一个线性流形，不难看出线性空间定义中的八 
条公设在 M 中亦成立，因此 A / 本身也成为线性空间.： t 的线性流 
形称为真的，如果它不是全空间 X . 只由一个零元组成的集也是线 
性流形，我们用 {0} 表示它. 

设是线性空间 X 中的* 个元素， 》 i ， …， a w 是》 
个数，形如 《 A + ••• + %〜的元素称为元素•的 线性 

组含. 


设 *5 是线性空间 X 的任意非空子集，考虑 S 中元素的所有线 


性组合的集合 M . 易见它是 X 的一个线性流形，称为由 S 张成的 
线性流形，记为 M - Sp {5}. 容易验证下述论断为真. 

(1) M 是 X 中包含 S 的所有的线性流形 的交. 

(2) M 是 Z 中包含 S 的最小线性流形，即如果 W 是 X 中包含 
€的线性流形，则 iV 亦包含 M . 

线性空间中最重要的概念是线性相关与线性无关. 

定义 2.3 线性空间 X 中有限的向量集合 {〜，_••,〜} 说是线 




性相关的，如果存在不全为零的数 〜，•••,《«，使+ ••• + 

- 0. 否则，就称为线性无关的， 这时关系 a lXl + ••• + 
n 9 x n =- 0蕴含 a , — *** — a # — 0. 一个无穷的向量集合 S 称为 
线性无关的，如果^的每个有限子集都是线性无 关的. 否则， *5 称 
为线性相关的. 

容易看出，包含一个线性相关子集的集合一定线性相关;线性 
无关集一定不包含零 向量. 

定义 2.4 设 X 是线性空间，如果存在正整数 〃，使 X 包含由 
”个向量组成的线性无关集，而且; :中每 》+ 1个向量的集合都 
是线性相关的，则 X 称为有限 维的； 如此的 〃称为 X 的维数，有时 
记作 dimX @ «. 

只有零向量的线性空间也称为有限维的，即零维的.如果 X 
不是有限维的，就称为无穷维的，这时记作 dimX « oo . 

正如我们将要看到的，在泛函分析中最感兴趣的空间是无穷 
维的，但是考虑有限维空间却经常是有益的. 

定义 2. S 线性空间 A ： 中的有限子集 S 称为 A ： 的基，如果 S 是 
线性无关的，而且^张成的线性流形就是整个 X . 

在线性代数中我们已 知道： 线性空间叉是》维的，当且仅当 
A ： 有一个由《个元素组成的基.《维线性空间的每个基都含有《 
个元素. 

有限维空间 X 的任意一个线性流形 M 亦是有限维的，而且 
dimM ^ dimX . 

参见[2]，第 六章. 

定义 2.6 设 X 是线性空间.给定 X 的两个线性流形 M , N ， 
我们用 M + iV 表示所有形如 w + m € M ， n € N ， 之元素的集 
合，称为 M 与 iV 的和_如果还有« {0}, 即 M 与 W 有唯一 
公共元 G , 则以 Af ㊉ AT 代替 M + N ， 称为 M 与 iV 的直接和. 

如果 ㊉ iV , 则称 M 与 TV 是代 数互补 的线性流形， iV 是 
M 在 X 中的 一 个代数补， 


定理 2.1 设 M ， iV 是线性空间 A ： 的线性流形，则 X _ M ㊉ iV 

当且仅当对每个 x € X 有唯一表达式 
(2.1) m € M 9 » € N m 

证假设 X == A /® A /， 则每个可以表为 

• jc=m + w , w € M , » € N m 

如杲又有 m ^ Af , 使 

X — 1 + 1*1, 

则 

m 十《篇+ 〜• 

从而 

m — f»j ■** «i 一 w € A / Pi AT # 

由假设 MHN - {0}， 故 

m — m x ** «! — »_ 0 , 

艮 13 m } 坊 m ，«, ** n % 

. 反之，如果每个 rex 有形如 （2.1) 的唯一表达式，则 X 鑛 
Af + 況. 假如 MflA /, 则*形如 （2.1) 的表达式为 

无 —jc + 0 & ^ 0 - f - X . 

根据假设表达式是唯一的，故 z L 从而 AffliV — {0} # 证毕. 

定理 2.2 如果 X - M ® N , 贝 1) 

dimX ■■ di m iW + dimN. 

证如果 M 和 iV 有一个是无穷维的，则 X 亦是无穷维的，结论 
自然成立*故不妨设 M 和 W 都是有限维的 • 

设{叫， • • • ，叫}是 M 的基， {«!,*•*, n k } 是 iV 的基.因为 
X — M + W ，则 { m i9 - • * , Wj »，-* * *»*} 张成 X . 又因 A / HiV ’ 
{0}, 可知{%，•••，/»,，〜，•••，/»々}线性无关.于是{讲1， •“， 叫， 
» lt * - m 9 n k } 是久的 一 个基*从而 

dimX — j + 々 = dimM + dim^. 

证毕. 

给定线性空间 X 的一个线性流形 M ， 是否一定存在 M 在义中 




的代数补？为了回答这个问题，我们需要引进 Hamel 基的槪念. 
定义 2.7 设 X 是具有非零元的线性 空间. X 的子集 H 称为 

X 的 Hamel 基，如果 

( i ) H 是线性无 关的； 

( ii ) H 张成的线性流形是整个 X . 

与有限维线性空间的基不同， Hamel 基的存在性不是明显 

的. 

定理 2.3 设 X 是线性空间， S 是 X 中线性无关子集，则存在 
X 的一个 Hamel 基//， 使* SCH . 

证 设麥是 X 中所有包含 *5 之线性无关子集的族 ，则％ 按 
集合的包含关系是部分有序集，即如果且 MCiV , 则 
M < N . 显然妒是非空的（因 M 妒），如果多 6 是多的完全有 
序子集，则 淡。 中所有集合的并仍是 X 中包含^的线性无关子集， 
即这个并仍在逆中，它是淡。的上界.因此逆满足 Zorn 引理 
条件，故淡中必有极大元，记为则且//是线性无关 
的.如果 H 张成的线性流形不是 X ,则存在 X 中元心它不在 H 
张成的线性流形中.这样 H 与 r 的并仍是 X 中包含 S 的线性无关 
子集， H 又是它的真子集.这和 H 是淡的极大元矛盾.所以// 
张成的线性流形是整个 X . 总之， H 就是 X 的 Hamel 基.证毕. 

由这个定理 可见： 任何非零线性空间必有一个 Hamd 基. 
事实上，假设叉是线性空间，包含非零元记 { x 。}, 则5是 
X 中线性无关子集.由定理 2.3, 存在 X 的一个 Hamel 基. 

定理 2.4 设 Af 是线性空间 X 的线性流形，则必存在 X 的线性 
流形 iV , 使 X - A / ㊉ N . 

证不失一般性，设 M 是 X 之非零的真线性流形，因为 M 本身 
也是线性空间，它具有 Hamel 基仏也是 X 的线性无关子集， 
由定理2、3,存在 X 的一个 Hamel 基 //• 使 //：=>// u 设 iV 是由 * 
张成的线性流形，则 iV 就是 M 的一个代数补.事实上，任给 
x $ X , 它是 H 中元的线性组合,从而可以表成中元的线性组合 


与 H \ H ' 中元的线性组合之和，即 M 中元与 iV 中元 之相. 所以 

X — M + N . 假若 xi Mf ] N 9 则存在〜，•.•， u ^ H 19 〜，•••， 
v k € H \ H t 以及数〜 ，…，内，/^，…，/?及使 

x a x u x + • * • H- ocjUj « p x v x + • • • + ^k v K^ 

从而 

aiu x + • • • + ajUj + ( 一 ^C) v i +••• + ( — Pk) v K — ^ 

因 «,,*** 9 Uj 9 v if • 9 v k € H 是线性无关的，故 

«! "=■ • ••两 OCj 由 两 • • • ■ 夕是 一 O * 

即 r -0. 因此 MriA /-={0}. 证毕. 

§3距离空间，线性距离空间 

定义 3.1 若集合； c 中任意两个元素: t ， y 都对应于一个实数 
JO ， y ), 使 

( i ) dix 9 y ) ^ 0； iO , y ) — 0当且仅当 ^ y ; 

( ii ) d { x 9 y ) =- 

( iii ) J ( jc ， z ) < rfO ， y ) + rf ( y ， z ), 

则称 X 为距 离空间 ，记作 ( x ， d \ 而称 iO ， y ) 为 X 与 y 之间的钜 

离. 通常简称 （ iii ) 为 三角不 等式. 

定义 X 2 设距离空间 ( X ， d ) 中的点列使 

*** 0, 

m ♦⑽ 

则称按距离4 收敛到 A 并记作 x m ^ x . 假如不致引起 

* 

误会，通常也简记为— 

上面我们只涉及 X 上的拓 th , —般在泛函分析中， X 还是个线 
性空间，有必要把_其上的代数与拓扑结构结合 起来. 这就导致下 
面很自然的概念. 

定义 3.3 设线性空间 X 上还赋有距离 i (*， •）， 使得元素的 

加法和数乘都按^所确定的极限是连续的，即 

( i ) -^0, </( y ,, y ) ->0 => dix 9 -h y n9 x -h y ) -► O . 




( ii ) dCx n 9 x ) 0 d ! r ( aXffjax ') —0, 对 住意数 cc € Jt * 

( iii ) oc w —► «, r 6 X d 、 a n x f ax ) —► 0, 

那么线 性空间 X 称为线 性距离 空间. 

下面我们看一些线性距离空间的例子，它们在今后会 经常遇 

到， 

例1有界序列空间 （!》)• . 

设 X 代表所有的有界数列 

x — {5 i ，5 2 ，*” ，治， •••}， 

即对每个 x _ {☆}, 存在常数 I > 0,使得对所有< I . 
矣 i 称为元 r _ {☆} 的第丨个坐标. 

设 y _ Ui } 9 v - M 属于 x , a 是数，定义 

怎 + y — {&• + ?ii}t 

ocx — {a^}, 
dQx . y ) — sup ),?,- 一帘 |. 

I 

不难验证 火* ,•) 满足距离定义， X 是赋以距离 J 的线性 距离空 
间.这样得到的空间称为 有界序列空间 ，记作 （ m ), 有时也记作 

r_ 

设 X 9 — n — U 2, —* f x — {^}都是 ( m ) 中的元，而 

且 dCx m9 *) — 0，即任给£ > 0,存在 U 。一》«( e ), 使当》>〜 
时， 


d{x 9f x) — supl?/^ — f|| < 8. 

i 

则当%时，对一切 h 

\ <«• 

反之，如果对任给 e > 0,存在 « 0 - « 0 ( e ), 使当。时，对一 

切多 

I ^ - 5i I <«, 


则 


dix m9 x) — supl^j* 5 — < •» 



即 —► 0. 

由此可见空间 o ) 中的收敛就是按坐标的一致收敛. 

例2设 X 代表所有收敛数列 

X = {々1，《2,…， • _ •}， 

即对每个 — U ,} 6 存在且有限 • 

I 

像空间 （ w )- -样定义加法、数乘和距离 A 容易验证; f 是赋有 
距离的线性空间，称为收敛序列空间，记作 U ). 

易见 （ O 是 ( m ) 的线性流形，而且距离的定义也是一样的，因 
此 （ C ) 中收敛亦是按坐标的一致收敛. 

例3本质有界可测函数空间 L °° tO , l ]. 

在引进这个空间之前，先引进本质上确界的概念. 

设是[ 0 ，1]上 Lebesgue 可测函数.如果存在[0，1]的一 
个零测度子集五，使 K 0 在[0,1]\£上是有界函数，则称/是 
[0，1]上本质有界可测函数.称 

esssuplfCOIA inf { sup IKOI} 

10.1 ： I0*l]\fl 

为 /0) 在 [0,1 ] 上的本质上确界，这里 m (五）表示集合£的 Lebe ¬ 
sgue 测度. 

设 X 代表 [0,1] 上所有本质有界可测函数的集合中两个元 
X — x (0 # y _ yO) 看作是相等的，如果 x(t) = y(f)» a . e ., 对 JC 
中的两个元 一 ^ CO , y ― yO )， 定义 

(: H- y )(r) =- x{t) -f* y(f ) ， 

^ « r ( f ), ? € [0,1] 

即逐点定义函数的加法和数乘运算，易见 X 是个线性空间 • 又定 
义 

成太， y) _ esssup! 一 y( 0 1 • 

0.1 : 

我们来验证它满足距离 公设. 

( i ) 显然 ^( x , y ) ^ 0. 如果 xCO — a . e .， 则由定义有 

</( x , y )—0. 另一方面，如果 
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d{x 9 y^) — inf { sup |x(0 — y(0 I} =* 0 f 

ffi < JT )*0 [ QA\\E 

则对每个自然数》，存在 ^ 〔 [0,1] ， m(£ # )_0, 且 


sup I xiO — y(f) I < l/n. 

lOA]\S n 


令 £■ (J ，则 m(£) *- 0 , 而且 

W = "1 

sup U(r) — y(0 I < sup \x(0 — yO)\ < l/# # 

lo . nvBt , 

令 — oo , 可见 

sup \xO) — y(0\ — 1 0 # 

fO.iM 

于是 Jf(0 — yCO,a.e ., 即 jc =- y. 

(iii ) 设 ▲),☆), <0 都是 X 中元，则对任意 s>0, 存在 
[0 ， 1] 的零测度集 £ 丨，£〗，使 

sup \x{t) — y(OI < d^x 9 y) -h e/2 f 
sup |yO) 一 zit)\ < d{y 9 z) -f- e/2 # 


令 £ e - ElUEU 则£ 6 仍是 [0,1] 的零测度集.且 
sup \x{t) — z(OI 

^ sup I xO) — y(f) I + sup I y(r) — z(0\ 

[QM\B b [0 f l]\B 6 

< sup \xO) — K f )l + sup lyW — 2(f)I 

< d(x 9 y) -f dCy 9 z) + e. 

从而 

d ^ x f z ) ^ inf { sup | x (0 一 zO ) I } 

[ oai \£ 

< d ( Jt , y ) + diy . z ') + 6. 

> 是任意的》故 

dix 9 z ^) < dO ， y ) 十 


m 


u • 



( ii ) 是显然的.总之，火 •，•） 是一个 距离. 又容易验证 X 
中加法和数乘按这个距离 d 是连续的.一般称这样得到的线性距 
离空间为本质有界可测函数空间，记作 ^[0,1]. 

可 以证明 ！/°[0,1]中收敛是几乎处处一致收敛，即设 
r ( f )€ L "[0, l ]， 则等价于任给 s >0, 存在〜 一 
» 0 ( e ) 及零测度集五 g ，使 U # (0 — r(OI < e , 对》> »。和所有 
[0,1]\£.(参见[10]，第 17—18 页） • 

例 4所有序列空间 0). 

设 x 是所有数列的集合.如果 ：一{&}, y - {%}属于 x , 
a 是数，定义 

« + y — {& + 叫}， 

C^x — {oc§,}, 

易见 X 是线性空间.又定义 


d ^ x 9 y ) — 




丄 — 汨 I 

v 1H- 16 — 帘 I 


显然 〆 •，•）满足距离公设的 ( i ),( n ). 为证明它满足 ( iii ), 
我们需要一个不等式：对任意复数 


(3.1) 


— g + 厶 I ^ |g 1 + 1^1 

1+ 丨 + 1 H - | a | 1+|厶 I 


考虑上函数 


fit) 滅 





我们有 


rco - 


(1 + 0 2 


> o # 


宁是/(0是 (0, oo ) 上增函数.因为 

la -h b\ <； \a\ \b \ 9 


故 




3 




J « L ± l^i 


H- |fl + 厶 I 1+ I a I + 卜 

_ w _ 


1 M 


1+ |tf| + I 厶 I 1+ \a \ + \b\ 




a 


lAi 


1 + I a I 1 + I 厶 I • 


即不等式 (3.1) 成立. 

假设 { Si } 9 y — {切}，^ - {?；> 都属于 X ,则由不等式 
(3.1), 


ddx 9 z ^ i ：\ 




I 2M+ \Si-Ci\ 




\Ss — m \ 


m ~Cil 


I ^ l i + I 心—叩 I 1 + hi fi i 


s 


丄 I ~~ Vi I 

… 2’ 1 + — *» Ji | 

JO ， y) + d(y 9 z). 




所以是 x 上距离.容易验证; c 中加法和数乘按上述定义 
的距离是连续的.这样得到的线性距离空间称为所有序列空间, 
记作 G ). 

设€ 0 )* » 1 * 2, * * * , x 0 — {$®} € (0. 如果 

X m - ►Xo, 则 linid 10 _ 4〗，丨_ 1,2,-* 否则，存在某个自然数 

n ■*> » 

i 及 e a > 0,与自然数的序列 hJk， 使 

Ifl *^ — ??l > e 0 » 々一1,2 ，…. 

在不等式 （3.1) 的证明中， /(0 是单调递增的，故 








1 + 1辦一 fj| 



k — 1,2，“、 


擎 • 




这与 ^( x hK 9 x 0 ^-^ 0 矛盾. 

反之，若 U n } n = l 按坐标收敛于^)，易证{^«}7=1在 （0 中收 
敛于请读者把这当习题来做. 

这说明 （0 中收敛等价于按坐标收敛. 

例5空间 /*(1 < p < oo ). 

m 

设 X 代表满足条件<°°的所有数列尤 - 毡汾的 

，.=1 

集合.如果 x — { gj }, y = 属于 X ，定义 

^ + y *= { s ? + >?；}* 

ax 

对任意复数 a ，6, 显然 
(3.2) \a -f- b\ p <{\a\ + \b\y 

< [2 max { | a | ，丨厶 I }]’ 

< 2,OK+ IMO. 

据此容易证明 X 按上述定义的加法和数乘是一个线性空间.又定 

义 


dix.y') — (S — … |夕) ' 

"y =* i / 

易见它满足距离公设 （ i ), ( ii ). 利用 Minkowski 不等式（参见 
[6], 第六章， n ， 定理 4)， 

可见它也满足距离公设 ( iii ), 所以<•，•）是 X 上的距离.进一 

步还易证 X 是赋以距离 d 的线性距离空间，称为空间 /〃. 

#■ 

可以证明，空间"的序列1,2,“•，收敛于 
x ■= - {&}, 当 

( 1 ) 心， / f — 00 ，对所有八 

* 

(2) 任给 e >0, 存在％ - MO ), 使；2旧•卞对 

i ^ N+l 
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所有 N > N 0 和所有 

参见 [10], 第 22 页 . 

例 6 空间 P[0 ， l](l<p<oo). 

设 X 代表所有满足条件 t \x{0\ p dt < 00 的 [0 ， 1 ]上可测函 

数 rO) 的集合 . 这样的 ; CO) 称为 [0,1] 上 p 幕可积 函緻 ， 设 
x* — ^(0, y ^ y(o 属于 X ,定义 

(X + y)(0 ** 无 (0 + y(0 9 

(ocx)(0 ― axit) 9 [0,1]. 

利用不等式 （ 3.2) 可以证明 X 是线性空间.又定义 

rfO ， y) — ( ^U(f) — yO}\ p dt ^ f , 

显然它满足距离公设 （ i) ，（ ii). 由 Minkowski 不等式 ( 见 [6 ]，第 
六章， §1 ，定理 4 )， 如果 ； >> 1 ， x ， y€Z^[0,l], 贝 1 」 



li/f 

y(0l p dt ► 



\ xO )\^ dtJ P 



lyWI 卢山 





可见 （Hi) 成立，所以是 X 上距离.容易验证X是赋有距 
离 d 的线性距离空间，称为空间 ^[0,1]. 

设 ^,(0, Jf(0 ^ ^^[0,1], n — 1,2,***, 而且 

"1 

I jp »(0 —太(?）1夕山—0，当 > oo , 

Jo 

则称函数列 P 阶平均收致于 〆 0. 

显然1^[0，1]中收敛就是^阶平均收敛. 


§4距离空间中的拓扑，可分空间 


定义 4.1 对距离空间〈 X ，心， 

(1) 50 。， r)^{x € X ： d{x 9 x Q ) < r} (r > 0 ) 称为以 jc« 为 
心， r 为半径的球 . 
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(2) X 中的点集 O 称 为开的 ，如果对任何 都有 r > 0, 

使 B(y ， r)cO. 人 

(3) 设>€尤， X 的子集 t ； 称为 _ y 的 邻域， 如果有 r >0,使 
B ( y ， r ) c = t /. 

( 4 ) 对五点 A € X 称为£的 极限点 ，如果对任何 r > 0, 
球 BU ， r ) 包含了 E 中异于 X 。的点. 

(5) X 中的点集 F 称为 闭的， 如果它的极限点都在 F 中. 

(6) 设 G ? CX , 点称为 C 的内点，若 G 是〜 的邻域.点 
集 G 的内点全体称为 G 的内部. 

定义 4.2 设 y _ f (: X -) 是从距离空间 < X f d } 到距 离空间 
<丫，》的函数， /( r 0 ) - y 0 , 如果对 h 的任何邻域 F ,。 都有&的 
邻域 t /,。， 使，当尤6 £/,。，则称在々 处连续 •如 
果 fOO 在； c 中每点都连续，就称 fCx } 是连续函数. 

定理 4 J 从距离空间 < x , 心到距离空间 < y ， p > 的函数 zoo 
是 连续的必须且只须对 y 中任何开集 o , 厂 乂0) 都是 x 中开集. 

这里厂（0)表示 o 的原象 { x € X ： fM ^0}. 

证 设 / GO 连续， o 是 Y 中开集.对任意的％€厂(0),必 
有 y 。 _ fM d 取 n 的邻域使 7 n c = o ， 由在々处 
连续，必有 r 。 的邻域£/,。使#00 € P %。， 当以故 u Xo a 
rKv n ) czrK 0 ^ t gp rxo ) 是 X 中开集 • 

反之，任给 X 。€ X ，设 / U )- v 0 . My . 的任一邻域匕。，不 
失一般性，可以假定是幵的.由假设厂也是幵的.因 
xo ^ rcv yo ) 9 故有々 的邻域 t / x 。， 使 u X 9 czrKv yo \ 于是 / o )6 
F &, 当 H £/,。，即 / GO 在々 处连续.证毕 • 

全体有 理数是可数的，而且在实数轴上稠密，这给我们研究实 
数时带 来许多方便.同样，实数轴的这个性质在一般距离空间中 
的 推广： 可分空间槪念， 也使 我们能 够在空间可分的假设下比较 
容 易地证出一些深刻的结果. 

定义 4.3 设是距离空间，子集称为 X 的獼密 
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集，如果任给 e > 0,对任何的 r € X ,存在元€心使火^,^。）< 

6. 

空间 X 称为可分的，如果 X 内存在一个可数的稠密集_ 

我们在上节列举的许多空间都是可分的. 

例1空间/^(1 < p < 00) 可分. 

设 A 是 〆 中所有形如 

{’1，广2， •• *，’》，0,0, •••} 

的元素的集合，其中”是任意自然数 ， y _ 1,2, 是任意 

有理数，则 A 是可数的.易 证&在 实空间"中稠密. 

事实上，任给 e > 0,对任何 — {☆} € l e 9 § j 9 / — 1 ,2 t • * 
是实数，都存在自然数》，使 

S < f 

显然可选有理数 q ，1， m ，》 ，使 

Si 。— < ¥• 

y-i L 

令太。 ** {广1，/^.-*,〜，0,0，*"}，则且 

n to 

( dCx 9 x 9 )y — y ! Igj — r,*p 4- \ Si\ p < e 9 . 

i ■ 1 /*» + ! 


从而 

< e . 

进而还可以证明复空间 K 也是可 分的， 
例2空间 可分. 


像例1 一样 ，令& 表示所有形如 

{ r l ，， 2, … ， r ”0，U 

的元素集合，则 A 可数.为证 明&在 实空间 （0 内稠密，只须证 


明任给 r € (5)， 存在*5。中元列，使由前节例4 
知道，这等价于对所有的 i , q 的第丨个坐标收敛于 * 的第 i 个坐 
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标. 于是，设 r {匕,匕，…，心，…} € 0)，对每个 h •我们可 
以构造一个有理数列{#〉}1 =1 ，使当々 — 00 •令 

x k — W o ，r ( 2 *V“，4〉，0,0，."}， 

则 x k € 5 0 ,而且 x k ^* x m 

进一步可以证明复空间 （0 是可分的. 

例3空间 ( m) 不可分. 

令 

五0 ""{{☆}€ (讯 ）:6 _ 0 或 1，> — 1，2, • • •}• 

注意足 中每个 {&} 对应着 [0,1] 上一个二进位小数，据此可建立 
£。和[0，1]之间 1 — 1 对应关系，因此的基数为 c 任取£ 3 内 
两个不同元 x — {g；}» y **■ {>)/} ,显然 dix 9 y ) — 1. 由此可断 
定 O) 是不可 分的. 

事实上，如果 （W) 内存在可数的稠密集心以 S 中每个元为 
心， s _ 1/3为半径作球， （W) 的所有元都将落在这些球内.但 
这些球是可数的，于是不可 数集仏 中至少有两个不同元心 y 落在 
同一球内.设该球球心为知，则 



fU>,y) < d{x 9 x^) + dix 09 y) < 





矛盾. 

尽管空间 Cm) 不可分，但可以证明，作为空间 （w) 的线性流形 


(o 是可分的， 

利用测度论上的乃 y 祕 H 定理与 Weierstrass 逼近定理，我们 
还可以证明空间 Lno.iKi < ^ < 00) 是可分的.（参见 [10], 
第47页） 


§5完备的距离空间 


走义 5*1 设是距离空间中的序列，如杲对任 
给的 * > 0，都有自然数 W， 使 

火尤•，: c 歸） < s ， 当 n，m > N ， 
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则称卜丄％为 Cauchy 序列. 

显然凡收敛序列都是 Cauchy 序列，但其逆不寘•例如全体有 
理数构成的距离空间中就有不收敛的 Cauchy 序列. 

定义 5 J 若距离空间〈 X ，中任何 Cauchy 序列都收敛, 
则称 为完备的. 

回想各种实数的定义，其精神实质无非就是把有理数集加以 
完备化而已.只有对于完备的空间，极限运算才好顺利地进行，也 
才有可能用上经典分析的技巧.明白了这点，为什么人们对各种 
空间常要考虑其完备性,便是很自然的事了. 

以下且看两个最常见的完备空间的例子. 

例 1 c[o，n 是完备空间. 

c [ o , i ] 表示 [ t ), l ] 上的所有复值连续函数的集合， 逐点定义 
加法和数乘运算，即 


(太十 y )(0 ― jt (0 + yO)f 

— [ 0 , 1 ], 

当欠 (0， y ( f )6 C [0， l ], afC . 赋以如下距离 

d(i ， y)_ max \x{i) — y(0 | # 

0 <$<1 ， 

不难证明 C [0,1] 是赋以距离 J 的线性距离空间，通常称 为连续 

函数空间. 

下面证明 C [0, l ] 是完备的. 

设 二是 c [0, l ] 中的 Cauchy 序列，则任给 s > 0, 
存在自然数 iV , 使^ < s ， 即 

1^*(0 — ^»COI < e ，当 n,m > N ，0 ^ i ^ 1, 

显然对每个 M [0,1]， { jc ,( r )} r»i 收敛. 设_ jc (0, 

m - 

则在上式中令 oo 可得 

u ,(0 — | < S ， 当 n ^ N 9 0 ^ i ^ 1. 

这表明 { x n { 0 }"^ 在[0，1]上 一 致地收敛到 X ( f ). 由数学分析可 
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知， 〆 0 也是 [0，1] 上连续 函数. 又由前式 

d(x m 9 x) ― max \x n (t) — x(f)| < ： s 9 当 》> 

0<t< 1 

即故 c [0, l ] 是完备的. 

例 2 Lno , l](l < p < 00 ) 是完备空间 • 

我们只讨论1 < P <00情形，对 P = 1或00情形可类似证 

明. 

设 {☆} 二是 £^[0,1] 中的 Cauchy 序列，则有自然数 iVp 使 
当 m > \时 


d (龙•，龙 •） < 




2* 


不妨设 M < 乂 < • • • < 乂 < * • • , 贝 0 

<o <0 

* ■= 1 ^ = 1 ^ 

设 1 <《 < 00 ,使士+ i « i ，由 Holder 不等式 

P 殳 


J . kv * 十， (0 — ^ n^COI ^ 

<(£ I… + ,w _ mWI ’ WG : Idt ) u， 

— d ( x Nk + i 9 x Nk ) f 

于是 

Zj I 卜〜 +々） 一 X Nk (0\dt < 2^i d i X N k + l fX Nk ) < 00 # 

*-l ^ 0 J 

则 

, oo 

j . (S "" *^0)1) 山 < «>• 


_ CO 

这说明 Si ^, +1 ( o - %( oi , 从而 2 [〜 +1 w — 在 

A == 1 * ■ 1 

[0,1] 上几乎处处收敛，于是 
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]itnx Ni (0 ^ x N] CO + Km 2 — x N Xt)^ 

r * 40 i 40 、 ' 

1 + = 1 

在 [0,1] 上几乎处处存在.设 

\ 

limr v O) ■ 尤 0), a.e. 于 [0,1 ]， 

i -^co 

则 x (0 可测.根据 Fatou 引理（参见 [6], 第五章， S 5) 

— x0)\ p dt < lim f I /) 一 x Nf 0) I f dt 

• • j J ® 

j 一 eo ^ 

故 * Wt W -*(0^ ^^[0,1]. 已知《的0)€ L ，[0,1], 由 L ，[0,1] 
是线性空间可知 JC (0€ L ^[0, l ]. 

任给 e > 0,由{〜}：^,是 Cauchy 序列， iz 有自然数汉，使 

d ( 无 *，*•)< S ， 当 n ， m>N • 

显然存在自然数 K ， 使，当尺.于是 

JO 当 d K > K . 

根据 Fatou 引理，当 n>N 

i 

[</(. r, f x)y — 1^,(0 — x 0 )\^dt 

J i 

ri 

< lim u _0) 一 x N Xt)\ p dt 
kZZ J * 

— Km [ y (龙 •，: )p < 

由此， d ( x 9 ^ x ) -» 0, 当 oo . 证毕. 

定义 S .3 对距离空间 < X ， d \ 若有完备的距离空间 
使;:等距于戈的稠密子集，即存在映射 r:x — X ,使 

— p ( TO )， r ( y ))， V * # y € X * 

且 TW 是又中稠密子集，则称又为 X 的完 备化， 

定理任何距离空间都存在完备化. 

证将距离空间〈 X ,心中所有 CauchK 序列的集合记作 X . 
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对 X 中元 f _ {*»} 与 TJ { y ,}， 若 

limdO " y m ) — 0 t 

n 

则称§与>1相等，并记作 s — I 又对 X 中住意两个元 
r \ -* { y *}, 定义 

lim ^( x s , y a ). 

n 

因为 U ,}，{ yj 是 X 中 Cauchy 序列，不难 证明恤 0，，： yj } 二是 
Cauchy 数列，所以上述极限是存在的.假设又有 Cauchy 序列 
{ 〆 ”}, { 〆 ”}使5 - {<}，》?— { y ' J •从{戈*} 一 { x »} f { y m } ― { y ' J , 

则 

x ；) — 0, 

n 

， y:) — 0. ' 

m 

利用距离公设 Gii ), 

^ d (, x n 9 x n ) -h d ( x m , y n ) «h d ( y m 9 y n X 

于是 f 

n n 

类似地可有相反的不等式.总之 

' lim d { x n% > L ) 一 lim </( x m9 >,) # 

n /, 

这说明 P (〖 d ) 不依赖于表示 L B 的具体 Cauchy 序列 • 因而 
〆 •，•） 的定义是完 善的. 

显然 p ( • , •) 满足距离公设中的 （ i ), ( ii ). 设 f _ { x m } 9 
V — (>-K C — U _}€ 又， 则 

pC ^» C ) ― lim 成、， 2.) 

n 

< lim d ( x nf y ») H - lim ^ Cy ^^ ar ,) 

n n 

— 1 "+• pC 习， C 〉， 

即 〆 •，•） 也满足距离公设中的 ( iii ). 总之，又按 P ( • , •) 成 
为距离空间 _ 


■ 
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定义 < U > 到 < X , P > 的映射 T 如下： 

T*CO — 卜，：，— ， x ， — } ，当 Jt € X . 

设 y € X ，则 r ( y ) — y — {y • y ，_ • .， y ，• • •}，于是 

p(TO) ， rCy))limrf(x,y) — 

n 

所以 TiX — % 是一个等距 映射. 往证 TOO 在叉 中 稠密. 设 
s — { x m } 6 X •令 x K — { x k , x k9 - - 犮 _ 1，2， • * * ，则 

S k ^ T { x k )€ T { X \ 对任何 e >0,因为 { x ,} 是 X 中 Cauchy 序 
列，存在自然数 W ， 使成>»,<») < e ， 当于是 

< o (§， h ) M < 6 ，当 

n 

可见 7 X ；0 在 $ 中 稠密. 

最后，只须证明又是完 备的. 设是戈中 Cauchy 序 
列，由于 r ( x ) 在又中稠密，对每个“，必有 X ，使 

且 p ( l ， k )< i , 于是 

n 

^ x m 9 xj ) *= <>( U ») < p (2”§*) + 〆 §*，《*#) + 〆 §■，？•） 

< 丄 + pQmf ^*) + 

n m 


由此可见 U ,} 是尤中 Cauchy 序列，记 ^ — { x m } 9 则 f € 戈•而 

pCS 癱 , SX 〆“，&;)+ p(U) 

< 丄 + lim d ^ x ^ fX ^ — ► 0, 

\ n » 

当*— ►(». 即哭是完备的.证毕 * 

设想我们不把有理数集完备化,那么像 W — 2 _ 0这类方程 
就没有解.同样，如果不把某些函数空间完备化，那么许多数理方 
程也没有解_例如，对波动方程 




du 


这里 S 是空间区域公的边界 • c •几 Co 6 ojieB 就考虑一串 
中函数 F ” 心， 使 


Hm F I Z dxdydz — 0 # 


若方程 


f A d 2 u „ 
Au - - Fi t 

dt 2 k 

« (龙， y ,2,0) — 

_ o 

、dn s 


的寻 常解叫 存在，使得 


Um 


k 




I 一 u\ 2 dxdydz 


他就称 《 是方程 （5.1) 的广义解.而且他果然利用空间 L 2 ( i ?) 的 

, 

完备性或 Riesz - Fisher 定理证出上述广义解的存在性，（参见 

[ I 9 ],第 XXII 讲） 


§6列紧性 

我 们知道 

直线上每个有界的无穷点集都至少有一个聚点. 

这是古典分析的 基础. 推广到一般距离空间，人们引进下列概念: 

定义 6.1 距离空间 X 中的集合 A / 称为列紫的，如果 A / 中任何 
序列都含有一个收敛的子序列（这个子序列的极限未必还在 A / 
中）.闭的列紧集称为自列紧集. 

这是距离空间中非常重要的几何概念. 

设 M , 7 V 都是距离空间 < X , 中的集合， 8 为给定正数.如 
果对 M 中任何一点: r , 必存在 AT 中一点使则称 
N 是 M 的*- 网， 
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定义 6.2 距离空间 X 中的集合 M 称为 完全有界的 ，如杲对任 
给的 e > 0,总存在由有限个元组成的 M 的 e - 网. 

定理 6.1 在距离空间 X 中，列紧性蕴含完全有界性.若更设 
X 是完备的，则列紧性与完全有界性等价. 

证 设 A / 是 X 中列紧集.如果 M 不是完全有界的，则必存在 
某个6 > 0,使 M 没有只包含有限个元素的 s ,- 网.从而任取 
M 9 必存在 x 2 € A /, 使 d ( x Z 9 x l )> e c . 否则 ， {rj 就是 M 之 
有限的 s ,- 网.同理，存在 jt , € A /， 使</(>»，巧）> e 。， / 1，2•这 

个步骤可以一直进行下去，这样我们得到 M 中一个序列 { x n }% t9 
使 d ( jx m ， x n 、 ^ e 0 , 当 m ¥ 显然没有收敛的子序列， 
这与 M 是列紧的矛盾. 

若更设 X 是完备的， M 是 X 中完全有界集，{^}：^是 M 中任 
一 序列.不失一般性，可假定无穷多个元.取定一个正 
数列 ejt \0. 由假设 M 的网只包含有限个元，于是 
存在 X 中半径为 ei 的球仏，它包含了 { x m }%, 中无穷多个元.记 
\ - A n 贝 U \是 { x n }： = l 的无穷 子集. 又 M 的 s 2 - 网只 

包含有限个元，故存在 X 中半径为 e 2 的球化， 包含乂 中无穷多个 
元, 令&一 如此类推，我们得到 A ： 中一串球{、}? =1 ,其 

半径分别为以及 { x m }%, 的一串无穷子集 { S 山•- i ，满足 

S k+l (ZS k CZB k , 々一 1 ， 2 , … • 

于是我们可以依次选取 

S lf « S 2 VU 癱,] 

■ a ， _ * • 

这样我们得到的一个子序列 { x nh }^ 19 根据抅造， 

B kf 当/ 于是 

失，< 2 e 是，当 j 〉々• 

因 e <\0， 所以是 Cauchy 序列. 而 X 是完备的，故 
收敛.证毕. 

定理 6.2 在距离空间中，任何完全有界集都是可 分的. 
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证设 M 是距离空间 ( X ，心 的 完全有界集. 则对任给的 
e >0,可以取 M 的有限子集作为 M 的网.事实上，由假设存在 
M 的 e /2 -网，记为 { y , ，…， ”}• 任取 ^ € M fl B ( y ^> e /2 ) f k — 
!，•••，〗， 则 {〜 … ， a } c ： M . 易见它是 M 的 s -网. 


现在，对每个自然数《，设 N . CM 是 M 之有限的 


令 


N- [J N m9 

霹=1 

则 NCM ， 且是一个可数集.任给 e >0, M , 应有自然数《，便 

—< e , 及 x .€ N •，使 

n 


d(x n ， ^) < — < e. 

n 

可见 N 在 M 中稠密.总之， M 是可分的.证毕. 

定义 6.3 距离空间 A ： 中的集合 M 称为 紧的 ，如果 M 的任何开 
覆盖都存在有限的子覆盖. 

定理 6.3 在距离空间中，紧性与自列紧性等价. 

证 设 M 是距 离空间 A 的紧子集， { x n } U , 是 M 中任一序列. 
如果不存在收斂于 M 中某点的子序列，则对每点纟€ M ， 
必存在^ > 0,使 5,) 不包含 { x 9 }：^ 中异于 g 的点.否 
则，存在某个 Af , 在5的任何邻域中都包含{^匕^中异于畜 
的点，这个 S 便是中某个子序列的极限，与假设矛盾.显 
然的全体形成 M 的一个开覆盖. 因 M 是紧的，必存在有 
限子 覆盖. 设其为 B ( h , 戋） ，…， 3(“，、). 根据 的 
选取，每个最多只包含 { x m }% k 中一个点.于是中只有有 
限个不同点，从而 有 收敛于 M 中某点的子序列.这和假设 
矛盾.故 M 必是自列紧的. 

反之，设 M 是自列紧的. 由定理 6.1 及 6.2, M 是 可分的，即 M 
中存在可数稠密子集 M ,. 
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设是 M 的一个开覆盖.任给 XGM ， 必有某个 
使 x € C ； a . 因 G 是开集，存在<?> 0 ,使 SO , 5 ) CG a . 因况，是 
M 的稠密子集，故存在某个 M 0 及有理数 r '> 0 , 使 

x € J5(je',r ， )czB(^,5)czG at . 

现在我们考虑以 A /。 的元为心，有理数为半径，而且包含于某个 
R 内的球的全体，它们最多是可数个，记为根据构造 
它们形成了 M 的一个开覆盖.我们断言，中必有有限个 

r n 

覆盖了 M . 若不然，对每个自然数都存在点 M \ 1 J Bf # 

L / 叫 J 

因 M 是自列紧的，中存在一个子序列 {x mk }U 收斂于一点 
r / M . 易证不属于任何这与{ 1 }、 1 是鉍的覆盖矛盾. 
故存在{心}。中有限个{圮，…，化 } 覆盖了 M . 由 B , 的构造 
应有 使 G„;：D Bj， f — 1 ， •*•，々•于是{<?« 〆 •• ， G ^} 

是 M 的有限子覆盖.证毕. 

分析中常用到一种被称为对角线方法的技巧，它是证明紧性 
的典型方法.为便于今后使用，我们来详细地介绍这种方法. 

设 1 ， 2 ,〃•，是一串有界数列.则对每个々，由 
于 U k ni：^ 是有羿数列，必有一个收敛子序列—般说 
来,对不同的々， {^ 0 )}^ 是不同的自然数子序列.对角线方法 
就是要 对所有 A ， 找到一个共同的自然数子序列 { nCi )}%, ，使得 
对毎个 A , 籌收敛.具体撖法 如下： 

把 1 , 2 ," •，排成一个无穷方阵，第一个数列 
排在第一行，第二个数列 {a 2m }：^ 排在第二行，依次类推， 

便有 


a l2 a xi * * * a X9 … 

« 2 , «22 • • • 02 « •“ 

«SI «*2 * * * a im ••• 


a i 2 … a K * * * 


• 27 • 





先看第一行，由于是有界数列，必有收敛子序列，记为 

然后再看第二行的子序列 { a 29 i ( i ) } r =l , 它也是有界 
的，必有收敛子序列，记为 { a 292 v 0 } f =l . 再看第三行的子序列 

它也是有界的，故有收敛子序列，记为{〜^山％.如 
此继续下去，便得到一串收敛数列排成的无穷方阵 


^\n y i\) 





a ln 2 il) 


^Zn 2 (fy 

命*# 

• • • 

«« 3 (s) … 

• » • 

a k^K (0 

a 走•爽 (2) 

〜汐 ）… 



这个方阵中的每一行都是一个收敛的无穷数列. 

对应地，我们得到这些数列的第二个指标排成的无穷方阵. 


⑴ 

«|(2) 

«i(3) 

… 》 i(7) • 

« 2 (i) 

« 2 (2) 

« 2 (3) 

… 《 2(i) • 

«*(0 

»i(2) 

«i(3) 

_ A ▲ 

… O) • 

争 ♦皋 

^(0. 

_ •拳 

〜 （ 2) 

■ 琴荦 

w 々（ 3) 



根据前面的选取，我们看到该方阵中下面一行的指标序列都是上 
面一行的指标序列的子序列，即{〜⑺},:是 {»,(?_)}; 的子 
序列，是{« 2 (;)}；%的子序列等等.现在我们把上 
述无穷方阵中对角线上的元素取出来，得到一个指标序列 

这就是我们要找的自然数的子序列，使对每个走， 
都收敛.事实上，对每个走，当； 以后， wmr — 
便是 {«^(0} r=i 的子序列，从而 & {^„^/)} r=-i 的子 
序列.而是收敛的，故也是收敛的 • 

对于[0，1]上的一族连续函数把它看作是 C [0,1 ] 空间 
中的一个点集，这可以说是^的几何化.自然对于^我们就 
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要问 

(6.1) ^何时是列紧的？ . 

如果^是列紧的，则 i 是完全有界的，当然便也一致有 
界，即存在常数 K >0, 使 、 

|/(0 I 对一切 [0,1] 和/€ 3 T • 

任给 s >0, ^存在有限的 s /3 -网： •••，九。，使对任给 
的 K y ,都有一个/<(1 使得 

oQffO < fi / 3 . 

这里 〆 • ， •） 是 c [0, 1 ] 上的距离.注意 • ，乙。(0都在 
[ o ， i ] 上一致连续，因此有 s > o , 使 

IAO ") — 0(01 < e /3 t 对一切 〆 ， 〆 >[()， 1] 且 ir - 

〆 ！ <5和1 <々 <»•• 

于是对任给的/ e f 有 

1/(^)-/(OI 

< ik 〆 ） 一 ucn \ + a(o — g(oi + 1/^:0 — /(oi 

< Kfjfk) + lf*(0 — 〜(OI + pUtiO 
<C e /3 + e /3 + e /3 

— e , 当 I〆 ’一 〆 1 < I 

这导致下面的重要概念 

定义 6.4 设多 r 是一族从 〈 u > 到 < y , p > 的函数，如果对 
任给 e > 0,都存在5> 0,使得对一切/ € ^都有 

p(/oo ， /(y))<s ， 当 dix^x) < d f 

则称 y 是同等连续的. 

下面著名定理回答了前面所提问题 (6.1). 

定理 6*4 (ArzeU-Ascoli, 1889) <^c~C[0,l] 是列紧的必 

须且 只须# 是一致有界而且同等连续的. 

证必要性已见于前面的分析，问题只在于充分性. 

设{/_}二是多 r 中一个无穷序列.因为 C [0,1] 中元列 
{/,}：-! 收敛等价于{/.(0}：-»在 [0,1] 上一致收敛.故只须证明 
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存在 {/. co }：-, 的某个子序列在 [ o , u 上一致收敛 • 

将 [0,1] 中全体有理数排成序列 r l 9 r u -* 9 r h ^^ 考察无穷 

方阵 


fm( r 0* «.7 — 1,2 ，…. 

由假设它们是一致有界的，根据对角线方法，有子序列 

在一切 r # ，/- 1，2,…，处收敛， 简 记这个子序列 

为{/.<,*)(0 } r » i . 

任给 S >0, 由仏 “ r )}； 0 -, 的同等连续性，有5 >0,使对一 
切卜 1,2,.*., 

If • ⑴ (〆 '） 一 fnioiOl < s/3 , 当 |〆' 一 〆 | < 心 

显然我们可以找到有限个•••，*/,使 

/ 

[ o , i ] c = y (rj — 8 9 ri -h 5 ). 

i-i 

因为对每个 收敛. 于是存在 iV - N ( e )， 对每 
个1 ，…， A 

l /. u )(^)- f ^ v in )\ < e /3 , 爸 i ， k > N . 

对任何 i €[0， l ]， 应有某个 r f ，(j — 1，“*， J ) 使 <3 •从而 

I /«< o (0 — /.< Jt)(OI 

^ I / «U)(0 一 /«“•)(n) I + I /«<»)( r i) 

一 /«<*)(»*；) I + f n i K M I 

< e /3 + e /3 + e /3 — e , 当 *•， 々 > 

这说明在 [0，1] 上一致收敛 • 证毕 • 

设 M 是 R •中的紧子集，对在 M 上连续的函数》，〃定义其距 

离为 

— max | uQx ') — v ( jc ) \ . 

Jr€A# 

则全体在 M 上连续的函数按这个距离形成一个距离空间，记作 
CiM \ 应该指出，上述定理对 C ( M ) 也是成立的 • 

本世纪之初(大约1906年）， Frichet 对抽象空间引进列紧性 
概念后，很快就被 P . Momel 用于单复变函数论，得到辉煌的成 
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就. 即后来所谓的正常函数族理论 * 以下且来介绍这理论中一个 
最初的但是具有代表性的结果. 

引理 6*1 设 Z ? 代表圆域 {*:UI <3 J }， f ,00 O - 1,2,.-) 
是 D 内解析函数，且{/，⑺匕屈及上是一致有界的，则化00}。 
在 { z ：\ z \< d } 上是同等连续的. 

证设 \ z t [< d , \ z 2 \ < d 9 r 代表圆周 Ul _2 d . 根据 
Cauchy 积分公式， 

ILOi ) - — 7" ( 7— - 7； ~ — • 

2 ?r Jr — Zi ){ u / — z 2 ) 

由假设存在常数 K >0, 使 

!/•(«)! < Kj 对所有 ar € D 与 w 1,2, • 

注意 rcz ?, 于是 

l /» Oi ) 一 fnM\ < ^ ^ \t~ d ~ ! gl 一 办 I 

L 7 C a 

2K , 丨 

一 — |2 l — 


从而任给 S >0， 

1 — /»(>2)1 < e ， 当 Ia — ar 2 l < 

这里 Bd / 2 K 与《和 2 无关•故{/,00} 二 在{«:卜1 上是 
同等连续的.证毕. 

走理 6.5 ( Montel 定理，1卯 7 )设 {/ w (^)}：«i 是区域公上 
一 致有界的解析函数列，则于任何完全位于公内的有界区域 !>( 即 
D 的闭包5(=0)，恒有子序列在及上一致收敛. 

证 设 W 表示从及到 0 的边界 aa 的距离，则 j>o .根据 
Heine-Borel 覆盖定理，有限多个以 i 为半径的小圆域 • 1， 
• • •， A 0 完全覆盖了 Z ?. 由引理6.1， {/»(=) }二1 在&上是同等 
连续的.根据 ArzeU - Ascoli 定理， {/. U )}；-. 有子序列 
{in^}U 按 C ( A ) 中距离收敛，亦即在瓦上一致 
收敛，注意再由引理亦在&上是同等连续的. 
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因此有子序列，不妨仍记作 {/. f u)}r=., 它在艮上，从而亦在 
上一致收敛.经过有限次抽子序列手续，便得到{/»00} 二 

N 

的子序列 {/»,•<>) 在 U &上一致 收敛， 当然在 d 上一致收 

< =1 

敛. 证毕. 

有 人说： “在19世纪末及20世纪初，发现了分析的几何化的 
新运河——即函数被看成‘函数’空间中的点或向量”（见 U3]， 第 
2页). Montel 定理正是把几何化以后，研究它的* 
要几 何性质 ——列紧性而有的 结果. 有了分析的几何化才能提出 
相应 的几何 问题，得到 几何的结果，然后又自然地应用到分析上 
去* 

§7线性賦 范空间 

定义 7.1 对复（或实）的线性空间X，若有从X到 R 的函数 
1W1 ， 使 

( i ) IUII > 0 ； lull - 0 当且仅当 X - 0 ； 

(ii) || axil ** l«IIUIU 

(iii) + y|l < IW1 + Ijyll; 

这里 € X， 《 € C (或 R)， 则称 X 为复(或 实） 线性賦范空闽 ^ ，记 
为 <X，11 • 1|>，称 Ml 为：的 范数. 

例1设 D 为 R •中的有界闭集，令 C(fi) 表示£上一 切复值 
连续函数组成的集合.定义 

(x + y)0) _ 尤 0) + y(0, 

(ax)(0 — ax(j) ， 当 公* 

这里《是常数又以 

W-max |,(01 

作为 范数. 容 易证明 C ( Q ) 是线性赋范空间* 

例2设 （ AW 是 C 7- 有限测度空间，即^是£?上测度，而0 
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可以表成 Q ^ U 这里 fi { E n ) <oo，/i — 1，之， •••• 对沪> 

* = 1 

1，设 

— {x(0: \x0) \ p dfi0) < + 00 1. 

I J Q J 

以下有时将它简记为 

根据 §3 中不等式 （3.2) 可见， P 按逐点定义的加法和数乘形 
成一个线性空间.注意这里几乎处处相等的函数视为中同一 
个元素. 

对 xit ) € L% 定义 

\\ x \\ — j 少 (0 

容易验证如此定义的 IH 满足范数公设 （i)，(ii ), 利用 Minko ¬ 
wski 不等式可验证它也满足 （iii )， 于是是一个线性賦范空 
间.容易看到，当 O — [0，1]，户是 Lebesgue 测度时， Z / 就是§3 
中例6的1/[0，1]. 

例3在例2中，特别取 •^一 {1，2，•••，《，•••}， ft { n ) ^ 1 , 
n — 1，2,…•贝!| 

乙’(公，戶) —U — {S.}： S !5*i p < co 

相应的范数为 " 

. 4 . 

4 

W 麵(矣 k,。) ' 当： "• {?*}. 

这种特殊的也是线性赋范空间 ，一 般记作 ® 然它和 
U 中例5的"是同一个空间. 

例 4 假设 1 < p < oo . 对在单位圆盘 D — {z ： |x | < 1} 
内解析的函数 f 和0 < f < 1，令 

fn p [f ； r ] —之 j 。 |/(r<r ,£/ )|^J \ 
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设表示所有的满足条件 

sup m p [ f ； r ] C od 

0<r <1 

且在单位圆盘内解析的函数 / 的集合.逐点定义加法和数乘，稂 
据 Minkowski 不等式，当厂，君€//、贝 lj / +总€//、所以 W 是 

线性空间.又走义 

ll/il ^ supw p [/; r ]， 当 / € 

0<^<1 

易证它满足范数公设，从而是线性赋范空间. 

例5设是所有在单位圆盘 D 内有界的解析函数的集 
合，逐点定义加法和数乘运算，又定义 

II/II — sup | / ( a ) I . 

易见是线性赋范空间. . 

设 AiD ') 表示在 U 内解析而且在5上连续的函数组成的集 
合. 按着『 的运算和范数， d (5) 也是线性赋范空间，它是 / T 中 
的线性流形.根据解析函数的最大模原理和/在5上连续，可知 
对每个 /€^( D ), 其范数也可表成 

11/11 — max 1,0)1. 


下面我们考察线性赋范空间的简单但是基本的性质. 

首先 ，对 线性赋范空间 〈 x，ii • i |>, 总可用下面 方式引进距离 

J (:， y ) — Ik — yll ， 当 x 9 y € x m 
容易看出，如此定义的满足 跑离 公设， X 中加法和数乘按 
^确定的极限是连续的，因此 X 也是线性距离空间.于是线性陚 
范空间中序列的收敛就有意义,它总是 理解为 按范数 的收敛，即 
limjt ,, — x 指的是 r 

m 


\ x m — x \\ 0,当 《 — 


常简记为 


命题 7.1 

数. 


在线性賦范空间 X 中，范数 1 W1 是 X 的连续 
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证设 { x m }：^ CZX 收敛于 r . 由 

Ik.H < hn — ^11 + \U\] 

和 

\\x\\ < \\x 9 — x\\ + iU.II 

可知 

因为 jk •一洲 —0, 故 lUJ ^ ikll , 当 《 — OO . 证毕. 

走义 7.2 设 T 是从线性赋范空间〈X，11 • lh> 到线性赋范空 
间 a,ll • 11 2 > 的函数(或映射），如果对一切 h y€X 和数《都 
有 

T(^ax + /?y) _ aTx 4- fiTy m 

则称 r 为从 x 到 y 的线性算子.如果还存在常数 c>o , 使对一 
切都有 

l|r^|| 2 < ciUHi, 

则称 r 是有界的.如上的 c 之下确界称为了的范數，记作 imi. 显 
然 

II m — sup in 

线性算子和一般函数不一样，它的性质要整齐得多.这表现 
在下面结果中. 

走理 7.1 设 X， y 都是线性赋范空间 ，: T 是从X到 Y 的线性 
算子.则下述条件 等价： 

(1) T 在X中某点 连续； 

(2) :r 在 a : 中所有点连续； 

(3) T 是有 界的. 

证设的范数分别为 IHLIHL 
(3) — (2). 因 r 有界，存在常数 c>o, 使 

IITx || 2 < CIUIU, 当 MX. 

任给 XyX — x '€ X 9 于是 

IITjc — Tx\\ 2 < C\\x — x\\ i9 





这表明 r 在 〆 处连续. 

(2)#(1)是显 然的. 

0)^(3). 设了在处连续.于是存在3>0,使 
llTr — 7^ 0 11 2 < 1,当 \\x — jf a |l < 3. 

任给 x € X ， x ¥0， 记则 

Wli 



IIC*i H 

卜 JC 0 ) — 工 olh _ 


于是 





l ! T*il| 2 ||T(xi H- Xfl) 

— r^ollz < U 

因” 

n a ，故 




d 


_-XlWL 


取 C 丄，则 
8 


^Tx\\ 2 <C\\x\\ u 当 i € X . 

即 r 是有界的. 证毕. 

设都是线性赋范空间，： r 是从 x 到 y 的有界线性算子. 
记 

R ( T)^{y e y ： 存在 使 y — Tx } 9 

称为 T 的值 域.如果 R { T )- Y , 则称: T 是满 射的. 

如果对任何的 y 6尺 （T)， 只有唯 一的欠 € X,使 y - r；c， 则 
称 r 是單射的* 这时，可以定义从 ie ( T ) 到 x 中的 算子： 

T~ l y _ r, 当 y — 

r -» 称为 r 的逆 算子* 显然 r _» 也是线性算子， 但一 般说来7- 1 未 
必是有界的. 

如果 r 既是 单射， 又是 满射的 ，则7- 1 是从 Y 到 x 上的线性箅 
子 ，如果还是有界的，称 t 是有 界可逆的， 

例 6设 /CO€C [0,1], 定义 

f 邳， 




(T7)0) _ 当 0 < ^ < 1 # 

Jo 

易见 r 是从 c [ o ， i ] 到 C [0,1] 中的有界线性算子.根据数学分 

析知识容易知道， T 的值域为 

及 （ r ) 一 c [ o ， i ] 且 《( o )- o }, 

而且： T 是单射的，当 g € RCT ) 9 

( r _1 ^)(0 «= 〆(【)， o < ^ < i . 

这里，表示 e 的导函数. 

定义 7.3 线性空间 X 上的复值函数 f:X — C ， 称为 线性泛 
函 ，如果对任意 x，y € X ，数《，/?都有 

f{ax -h /?y) — a/O) + jff/Cy). 

显然、，线性赋范空间上线性泛函是线性算子的特殊情形.因 
此从定理 7.1 可知，线性赋范空间上线性泛函是有界的当且仅当 
它是连续的. 

引理 7_1 设^， • • • 是线性赋范空间; f 中线性无关元素， 
则有# > G ， 使 

| 〜 | + …+ 丨 aj < fiWaxXi + …+ a n x 9 \\ t 

对任意的数 A ，； 一 1， 

证设 

r »=• inf | H«iXi + • • * + a n x u \\ : I 篇 1 、 

1 i-1 J 

往证 r >0. 由下确界定义，有 

n m 

y * — 2 — 1，々一1，2, …， 

t ^1 i_l 

使 

lly^ll — ，，当々 — oo . 

从 | oc”〉I <1 ， k 1>2 ,***,;— 1, •••，》， 可知存在 UK-i 的子 
列 UJF -1 使 


Q <, kl ) _► 


当 / 








而且 


I 灼 I + • • • + I 彳 J — 

当殊 * _ + * • • + fi n x m ^ 0. 此外由 

— xp < 5 j I a ； U/) — ftllU / il * 

j 篇 i 

可见从而 HyJ - MU 11, 当 / — oo . 于是 o < lUlj _〜 
取 ；* _ 上，则由 r 的定义， 

r 

1 < + …+ 0£ 」 1 ，当 | 叫 | + …+ U»l "• U 

现在，对一般的不全为 G 的 («!,*•*,»,), 我们有 

1<声 S - T -^^ ^ 

… E W 

/-I 

由此立见引理成立.证毕. 

命题 7.2 设 { o , ••• 〆 ,} 是线性赋范空间 X 的基 ，則 

n n 

— S a ^ e i — S a i e i 

/-I f"I 

必须且只须 

. IimoE ^ ) M a t7 > 一 1 ， . - •，》• 

k 

证易见 

n 

— y - 一 «；)^> k 雜 1 ，2, • *•• 

y-i 

由引理 7.1, 存在正数 / u ， 对所有4， 

2 1 ( A K> —* a ； I ^ l 一 ylL 
# ■ 1 

由此可得必要性* 

另外， 

n 

lly • — y II《 SI a P ) 


* 3S ^ 



可见充分性也成立.证毕， 

由命题 7.2 可见，有限维线性赋范空间中点列收敛等价于按 
坐标收敛. 

命題 7.3 任何《维实线性赋范空间必与 W 线性同构且同 

胚. 

证设又是》维实线性赋范空间， { n , •“， 心}是; C 的一个 

基.对每个有唯一表达式 

X — H - - + 

这里 >- ：!,•••，》，都是实数.故⑷，…，？ j € R *. 定义 X 
到 R * 的映射 T : 

Tx — 当 r + ••• + 5 〆 " 

易证 r 是线性的，双射（既是单射又是满射），故 r 是同构映射， 

根据引理7.1，存在^>0 ,对一切 

2 ⑹ < 芦 1!2 ^i e iW* 

/ _ 1 I 

n 

于是对每个 r ^ W X ， 

y-i 

II ^!! 2 - 2 U,*l 2 < (S iS/lY 

y-i 〆 

< i« 2 ii 2 ^^ll 2 — 户 2 iWI 2 ， 

即 i ] r ^ ii <^| UL 这说明 r 是有界的，根据定理 7. i , r 是连续 

的. 

n 

另一方面，对任何（占1, …， ？•） € R *\ x — 2 ^ej € X ，由 

y-i 

Holder 不等式 

w< l^( 2 ) 1/2 (s iW|2 r 

• 39 • 




这里 ( tlhll 2 ) /2 是与 r 无关的 常数. 这说明: r 的逆映射了― 1 是 

有界的，从而连续.故又与同胚.证毕. 

命理 7.4 在有限维线性赋范空间中， Bolzano-Weierstrass 


聚点原理成立. 

证 设 { G , •••, 〃•} 是有限维线性赋范空间 X 的一个基. 


n 

y * - 2 € X ,且 b^u < M ， 々一1;2,…，这里 M 是正 

/■I 

的常数. 

根据引理 7.1, 存在正数产使 
# 

2 1«/〉1 < 2 °4〜，!卜南*11 < 

/ * 1 i 画 1 

显然可有 WU 的子序列使对每个 卜1, •••,»， 
— fij 都 存在. 由命题 7.2, 

i 


n 

y 心— 2細 d 

y ^ 1 

证毕， 

在无穷维的线性距离空间中 ，一 般的线性流形未必是闭集，因 
此我们需要下面的概念 

定义 7.4 在线性距离空间中，闭的线性流形称为子 空间 . 
定理 7.2 (Riesz 引理 • 1918) 设 M 是线性赋范空间 X 的子 
空间，且 M 尹 X ,则対任给的正数 e <1， 都有〜€ X ,使 
— 1，且 

p(x e9 M)^ inf \\x — x s \\ > 1 一 s. 

xiAi 

证 取定 x 9 € X \ M . 因为 M 是闭的， 〆 ☆， M ) 会0.对 
任给的正数 s < l 与 I 由的定义，存在 yJM , 使 
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令 


IUo — y 0 ll < d 


'0 


Uo — yol 


O 。 一 


则 x B € X , [| jc e (| 


且对任何 x € M , 


Vo )> 


\x — X B \ 


，一 ㈤ 11 


^^li(IU-yoll^ yo )-，ofl 


J + 1J 
^ 1 一 

当 7? < ☆时 _ 证毕. 

我们知道，在有限维空间 K •中，以原点为心的小球总是列紧 
的，现在我们可以看到，这是有限维空间所独有的特崔 T " 因为根 
据 Riesz 引理，对任何线性赋范空间 X ,若小球 B ^ { x ^ X ： 
IUII < r}(r >0) 是列紧的，则 X 必是有限维的.（见习题 11) 

在 S 5 中，我们已经着重指出空间完备性的重要意义.因此有 
必荽也很自然地要研究完备的 线性賦 范空间，即现今通称的 
Banach 空间 . 这很早就出现在 S . Banach 的博士论文中 （1920 

年).虽然差不多同时，还有另一些人也独立地提出了这个概念， 
但是自从 S . Banach 的名著 

Theorie dea Operations Lineaires 

1932 年出版以后，人们鉴于 S . Banach 在这方面的全面而且重要 
的贡献，便通称这类空间为 Banach 空间.它在众多数学分支中经 
常出现，无论从理论或应用的角度来看,它都是非常重要的. 


§8 F - 空间 

在40年代中期以前，泛函分析学家的兴趣几乎集中在线性赋 
范空间方面.但是后来发现许多重要的空间（主要来自广义函数 
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论，例如 L . Schwartz 的 f 空间等）却不是赋范的.本节将要 

讲述一种比之赋范空间稍广的空间. 

定义 8.1 复(或实)线性空间 X 上的函数 —[0, oo ) 若 

具有 性质： 

( i ) Vx，y 6 X ， p(x + y ) < pOO + p ( y ) ，（次可加性） 

( ii ) V ； l€C (或 R )， MX ， p ( JU ) — UIpO ), (正齐次性） 
则称 p 是 X 上的一个半 范數 . 

‘称这样的 P 为半范数是因为从 p (^ - 0 一 般并不能导出 

x ^ 0 . 

定义 8.2 设 { p a h ,.^ 是线性空间 X 上的一族半范数*如果 
对所有的》€ 、 P „0) — 0 ^ X — 0, 

则称能分 离点 . 易见这时对任何〜_0,必有 aja ， 
使 尹 0 _ 

设 { pAa , M 是线性空间 X 上一族能分离点的半 范数. 人们 
以形如 

ivO” 会 { 龙 € x; Pai oo < s }f j — 1, •••,»} 

的集合为0点的邻域基，其中 e —（、，•••， ej , 6； >0, / - 1, 
—，《.以形如 

尤 0 十汉 （ or 1? • • •，《,; 6 X; o ai Cx— 

的集合为 A 点的邻域基，这样就由 { Pa \ a ^ 诱导出 X 上一个拓 
扑，这个拓扑称为由半范数族生成的. 

定理 8.1 设线性空间 X 上的拓扑是由能分离点的可数多个 
半范数 W «：1 生成，则； C 是线性距离 空间. 

即在 X 上能够賦以距离，使之成为线性距离空间，而且 X 按这 
个距离产生的拓扑与 X 上原来的拓扑即生成的拓扑是 
一 致的. 

证 定义 


pO , y ) - S 

n^\ L 


Pnix — y) 

1 + (o.O 一 y) 


当 x f y ^ X m 
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容易验证 〆 • ， •） 满足距禽公设，而且 X 按 P 是线性距离空间. 
根据附录定理3后面的注，下面只须证明 X 上按 p 的距离拓扑与 
{ pAnZl 生成的拓扑在 X 中毎点的邻域基等价. 

设 4 f # € X , X , -f *) 是原来拓扑中 Jt •的一个 

邻域 ，•一 ( Si , • * - , s *). 令 s — min {2 一 *1 一 l , • • * 

• * *， 2 一 • rkjJ ， 贝 [1 e > 0. 而 BO ” e ) A{jc € X ; p ( x ，：0 < s } 是 
距离拓扑中 Jf 。 的一个邻域.当 X € B ( x a 9 6^) 9 p{x f x 9 } < « 9 从而 
1 P * jC x ― 

2^ 1 p . ( x - x# ) < pCx ， xJ < s，j - !，•••，々. 

即 


fimjCx — Xj l 

1 4 - p mj Cx — X ,) < 2 ’s < 2 
故 — X # ) < 1 ，则 

1 〜 O — a ) 

2 Mi lpm ^ X ™ ^ *2^ 1 + P nj (x - X ,) < 8 * 

从而 

p nj {x —* x 9 ) < 2 m i +l e < Bjyj -= 1 > • • • 

所以 x € + 从*1， • • •，％， e ). 即 

BCx ^ s ^ x , + 〜(〜 ，… ，《々，*)• 

反之，设是 A 在距离拓扑中任 一 邻域.注意存在 


充分大自然数％，使 5] 古 < 乃/2•记 T 7 — (» h ， …，如 。）， W 

n^Nc + t ^ 

n /4,； - 则 a + iv(i ， …, w a ;»j) 是原来拓扑中 t •的 

一 个邻域 •当 X e x,-h N ( l f *^ 9 N t ；7 j ) 9 


Pi (^ — ^ f ) < ViJ ^ 1， • • •》%• 


于是 


CO 




* 


P » C ^ . -^ a ) 

h p m (x — x.) 


f 


« • 



< S i 心 - a) + 2 f 

< 2 古 • ”/ 4 + 习 / 2 

■ =o Z 

< fi * 

可见 x C IP x . + 7 V (1 ， •. .， iV 。；》 7 ) C ： B ( x 。， rj ). 证毕 * 

定义 8.3 如果 X 是完备的线性距离空间，则称 X 为 F - 空 

间. 

这个概念始见于文献 [28]. 中. 

例1设0是 R * 的开子集， X 是所有的在 O 上连续的实值 
(或复值）函数的集合，逐点定义加法和数乘，易见 X 是一个线性空 
间.对每个紧集 K [ Q ， 定义 

p K 〔尤 〕 max I xO) I y x € X 9 

t fe K 

容易验证这是 X 上一个半范数.半范数族 { pk ： K ( ZQ 是紧集 } 
能分离点，生成了 X 上一个拓扑.当 X 被赋予这个拓扑时得到的 
拓扑空间通常用 策⑻ 表示，我们证明便是空 

间. 

首先，设 { Ki },!, 是 O 的紧子集序列，使 

^Cmt(K i+1 ),/ - 1 ， 2, • 一， 

m 

(J int (/ C y ) — Q 9 

/=-l 

这里 int (^) 表示点集&的内部，容易证明0的每个紧子集必 
含于某个&中，于是上由半范数族 { pjc ; Kc ： D 是紧集 } 
生成的拓扑与由半范数序列生成的拓扑 相同. 而且半 
范数序列分离点，根据定理(公）是一个线性距 

离空间. 

其次， 证明 f ( P ) 是完备的.设是賞 00) 中 
Cauchy 序列，根据定义，中序列收敛等价于 
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讖 


在中每个紧子集上一致地收敛.于是对每个紧集 
存在正数 W ， 它只与尺及 S 有关，使 
!*•(【） 一 *靡（01 < e ，当 n 9 m ^ N 9 t € K m 
由此可见，对每个 f 6 {^»(OK_i 是 Cauchy 数列，因而收敛 

到某个数〆0,这样我们得到定义于 O 上的函数.在上述不等 
式中，令 oo, 可得 

I 太•(，） 一 太(0丨 < e ，当 N ， t € K 0 

这表明在 K 上 {^(0}：-! 一致地收敛到士)，故因 
为 { x . CO }：-! 在 *0 的每个紧子集尺上一致地收 敛于忒 故按 
拓扑收敛于^ 

总之， 免 ⑻是完备的线性距离空间，即空间. 

例2为介绍空间需先引进某些记号.以后，我们 
总用 W 表示《个非负整数的数表/ - , • • • ,0的集合， N •中 
每个元称为重 指标. 一个重指标 /-(&,• ••,〖_)的阶1/1定义为 
|/| - =■ /i -H * - • -h 设/是》个变量•••，*,的函数，而且 f 
至少有 m 阶连续偏导数，我们记 

- ㈣ f — 

f dx [^- dx [ n 9 

另外，我们还采用记号 

X -= (尤”…，：•）， 

X 1 ** 尤卜 • • • x f n n • 

现在，设 P 是 JR W 中开子集， m 是自然数，考虑定义在上，对 
任意 KN % |/| < m， 偏导数以/在0上存在且连续的实值（或复 
值）函数 f 的全体形成的线性空间 X . 对每个紧子集 K C ： 公和每 
个重指标 N ”， |/| < m , 定义 

PK/(/) 一 supl 以 /O) I，/€ X. 

x^K 

容易验证 PJCZ 是 X 上一个半范数.由半范数族 { p ki ； /CC = 公是紧 
集， /€ N -, |/| < m } 生成了叉上一个拓扑，这样得到的线性拓 
扑空间，用資 *0?) 表示，可以证明 f «(公）是一个 F —空间 • 


參 
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像例 1 一样，选取 O 中紧子集序列 { K ,•},■.!» 则由半范数序列 
1,2,…，|/| < m } 生成的拓扑与锣上 
拓扑相同.注意这个半范数序列分离点，根 据定理 8.1, 策 "( D ) 
是线性距离空间.完备性的证明是繁琐的例行手续，我们刪去.有 
兴趣的读者可参见 [29]， P .136. 

例 3急减函数空间 YCK "). 

设 X 表示上所有满足如下条件的无穷次可微的复值函数 
f 的集合 


sup \x l d m f I < V/,m 6 N", 

按逐点定义的加法和数乘， X 形成一个线性空间.对每个 
N», 定义 

pj 麟 （/) — sup ，当 f € X . 

*tR M 

容易验证 Ph 是 X 上半 范数.半范数族 {p, m ：/,rn€N-} 生成; :上 
拓扑，所得到的线性拓扑空间称为 急减函数空间 ，记为.可 
以 证明它是一个空间. . 

首先，半范数族 { pu ：/,«€ N *} 是可数的，易见它分离点，根 
据定理 8.1， 可见 ^( R ») 是线性距离空间.下面只须证明它是完 
备的. 

设仏是中 Cauchy 序列，于是按每个半范数 P !* 
亦是 Cauchy 序列.即对每个 /， m € 在 R * 上一 

致地收敛.因为 C ( RO 是完备的（见习题 8), 故存在 ^€ C ( R*) f 
使 { x ^ lOO } 在 R •上一致地收敛于〜00,〖，/如果 
我们能证明是无穷次可微的，而且心《00 — 

那么实际上我们就证明了 而且按 ^( R *) 拓扑， 

nmf k ^ g . 为了简便，我们只证明在1情形，《是一次连续 

可微的，而且，_ 对一般情形可以类似地证明， 

我们知道 
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600 — h ( o ) + j 山，々一 i ，2，“％ 

因为在 R 1 上一致地有 f k — g ， f 〜— gn ， 当 々— OO . 于是在上式 
中令 OO , 可得 

犮 O ) ■= ^ Co ) -h g t iO)dt 9 

J t 

这表明 if 是连续可微的，且，证毕. 

例4将 [0,1 ] 上全体实值可测函数记作5[0,1],两个几乎处 
处相等的函数相应于外0,1]中同一个元，按逐点定义的加法和数 
乘， 《 S [0,1] 是个线性空间，定义 

JO , y )- [ / ^, ° r T y( °' , dt 9 当，、 y €5[0, l ]. 

1 + kO) — y(OI 

利用 §3 中不等式 (3.1) 容易证明火 • ， •） 满足距离公设， S [0,1] 

按 d 成为线性距离空间. 

现在我们夹证明外 0,1] 中序列收敛于 * 等价于函 
数列 {^,0)}：^ 依测度收敛于 xit \ 

设 if ( x n , x ) -► 0,当 f / — oo . 对任给 e >0, 令 
五 •(>) 叫，6 [0,1]; \ x H { t ) — x { t )\ > e >. 

因为函数- 是 （0,00) 上递增函数，所以 

1 4 S 



> -- — m (£,(8))， 

1 + S 

这里 ffiCE . Ce )) 表示 E _0) 的 Lebesgue 测度.由此可见, 
fwCL ^ Ce )) 0,当 rt — oo . 故依测度收敛于 rO ). 
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反之，设依测度收敛于40,则{〜(0 — 
依测度收敛于0,而 


— x { t )\ 

- i ^.(0 - ^(01 


^ u » 


,2, 


_ 


根据 Lebesgue 收敛定理（参见 [6] ，第五章， §5) 


d^x m9 x) 


kn(f) — x ( t )\ 




• 1 + \x n 0) — 太 0)1 


山一 ► 0，当 n —► oo # 


下面我们进一步证明5[0,1]是完备的. 

设 W 0，1] 中 Cauchy 序列，则存在自然数巧 


使 


争 ♦參 


d (:,，: v ) < 2_ 、当 走，々一 1,2 ， 

不妨设 «i ■< n 2 C •••<々< • • •，则 

±\[ = ± 心… .〜) 

*•1 j6 1 


+ W — x nM \ 


m 




k 


令 


1 尤》及 +1 ( 丈） ~* ^dj^CO I 

讀 rv 硕，々麵 n 


_»■ 




则 


«o 


2咖 


* 


dt 






< oo . 


(参见 [6], 第 五章， §5, 定理 5). 
故 


m 


< + oo , a . e •于 [0,1]. 

、 *= 1 

对某个/€ [0，1], 如果这个级数收敛，则对充分大的 L cx K ii ) < 
，从而 U v+t (0 — ^(01 ^ 1. 这样 


I * n +1 G ) — x ni { t ) I < 2 a k ( it ) 9 对充分 大的匕 
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由此可见级数在[0,1】上几乎处处收敛， 
从而级数 1 


' 0 ) + X ![ r ”‘,(0 — X n k C 0 l 
在[0，1]±几乎处处收敛， ii 其和函 数为* •<>), 则 

k \ 

: ”0) — 1 •，⑺ + y ] [ x ni ^ X 0 — : w (0] — :•(，)， a - e . 于 [0 ，lh 

当然更有 {^(0}^ 依测度收敛于(参见 [6], 第五章，§5,定 
理 a 根据前段结论， 〆 ％，々）—()，当々—00.进而可以证 
明， d ^ x nt xj 0,当； 》— oo . 

总之，5[0,1]是完备的线性距离空间，即 F —空间. 

§9压缩映象原理， Fr ^ chet 导数 

关于多项式根的近似计算最显著的技巧或许就是逐次迭代 
法，这个方法起源很早，在许多方面都有应用.首先将这个技巧应 
用于无穷维情形的似乎是 Liouville , 他还成功地利用这个技巧 
解常微分方程初值问题.到1922年， Banach 把这方面结果抽象 
化，用距离空间及压缩映射等概念更一般地描述这个方法，这就是 
著名的 Banach 不动点定理或 S 缩映象原理，以后发展成非线性 
泛函分析的重要内容之一.这节我们简要介绍压缩映象原理以及 
它的某些应用. 

定义 9.1 设〈 X ,心是距离空间， 7* 是从 X 到兄中 的映射.如 
果存在常数¥ > 0,使对所有 x , y € X , 

d{Tx.TyXqd{x,y), 

则称 T 满足 Lipschitz 条件，？称为 T 的 Lipschit * 常数 • 

特别，如果9 < 1,则 T 称为 压缩. 

设 ： r € X ， 使 Tx ^ X , 则：称为映射: T 的不动点， 

定理 9.1 设 < X ， d 、 是距离空间，映射 T ： X ^ X 满足 
Lipschitz 条件，则 r 是连续的， 
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证 设了的 Lipschitz 常数为任给：。€义， F 是 Tx •的 
任 一邻域，则有? " > 0，使 B { Tx t9 r ) c 7. 注意 是 x 。 

的 一 个邻域，当 x € Bix ^ r / q ^), 

^(Tx t Tx„) ^ qd^XfX^ < ? 了 — r . 

即 Tx € B ( Tx 99 Oc ： V . 所以 T 在 a 处连续，证毕 • 

■* 

定理 9.2( 压缩映象廉理， 1922) 设 < X , i > 是完 备距离 空间, 
— x 是压缩，则 r 在 x 中恰有一个不 动点. 设这个不动点为 
至，则对任何初始点 i .€ X , 逐次迭代点列- Tx n9 0 # 1, 
2 , • • • ,收敛于 I 且关于 收敛速度有如下的估计式： 

< 彳 *(i 一 

这里9是: T 的 Lipschitz 常数. 

证由 Lipschitz 条件， 对所有自然数 《， 

dCx „ + lt x n ^) — diTx m 9 Tx m ^ x ) < qd ( x n , x n ^ l ) m 

由此 利用数学归纳法易证 

d(^x 9+l9 x n ) < q n d(Jx % ,x t ) 9 n ― 1 , 2 , • 

于是 

d(x m+k9 x m ) <： d(x m+k9 x m ^ l ) + …+ 

(9.1) < 一 1 + ••• + W (! Tx 0 ， r .) 

< 尸 （1 — qT l d ( J ' x % f x .'). 

因 了 是压缩 ，0 < g < 1， 可见 Cauchy 序列. 又 X * 是 
完备的，故 {&} 必收效到 X 中某个元，设 Hoit . — x m 根据定 


理 9.1, 了是连续的，于是 

Tx — limTjr* _ 5 ， 

m _ 

即 s 是 t 的不 动点.假设》 是 r 的另一个不动点，则 

^,y)- d( ： Tx f Ty)< qdixJX 

因今 < 1，故 d(x 9 y) 一 0 ， 即 i 

最后，在 (9.1) 式中，令々—00,可得 
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rf(J，0 < ^*(1 — qy i dCTx $f x t )^ 

t-ii ^ 

1 正毕. < 

压缩 映象康 理是非线性泛函分析的一个 _ 韓果，:它有许多 
应用.特別在微分方程、积分方程等解的存在唯一性定連的证明 
中•它是一个有力 工具. ’ 

例1常微分方程初值问题解的存在唯一性， - 

我们考虑常微分方程初值问题 


(9.2) 


rxXO —心，尤0))， 
U ( r # ) — x 9m 


利用压缩映象原理我们可以证明解的存在唯一性定理， 

走理 9.3( Pi car d , 1893) 设 /( r , x ) 是带形 

{(，，龙）： U — ，.1 < 一 00 < X < oo } 

上二元连续函数，而且关于 I 满足 Lipschitz 条件，即存在常数 
K > 0,对任意 z € (? 。一 5，?，+ 5)， x 9 y € (— 00 , 00 ) 都有 

\f0fx) — /G,y) I <【|无 一 y | . 

则初值问题 （9.2) 在区间 U —心& + 幻 上有唯一的连续解，这 
里0 < 夕 < min {》， l / K }. 

证设 CU — 〆 , r . +幻表示区间 U — / M . + 〆 ]上连续 


函数全体按距离 


max \ xC 0 — y(0l 

所成的距离空间•则 CU — fi ， t . + n 是完备的（见习题 8). 

试在 [/.,/] 上积分 （9.2) 式，人们自然考察从 CH /,+/?] 
到自身的映射 r : 

( Tjc)CO — jt 0 4- [ /(“:0))心， x ( t ) € CO • — 彳，十 彳]. 

J ，0 

易见 r _ x (0, f € U — 心/。+幻，是初值问题 （9.2) 的连续解 
当且仅当 K 0 €CU — /?, + 是映射 r 的不动点 # 由假设 

关于 X 满足 Lipschitz 条件，故 

|(rx)o) — （ ry)wi 
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— - Ks^yO))]dt 

^ j I f ^\ 尤 (0 — yO ) 1^ 

K\t — i 0 \ max \ x 0) — yCOI 

<f*+ fi 

< 尺叫 （ x ， y )， 当々 一 <： t < t 0 + fi. 

令 q — Kp ， 由 /? 的定义， 0 < g < I ，于是 
diTx ^ Ty ') — max l ( Tjf )(0 ~ ( Ty)(OI ^ qd ( x 9 y > ) m 

f § — f <1#4* 

这说明 r 是一个压缩映射.根据定理 9.2, T 有唯一的不动点，故 
初值问题 （9.2) 在[?。 一 #，& + #]上有唯 一 解. 证毕. 

例 2( 賺函 数存在定理）设/_(*!,•••， M )€ R _， y °- 
( y ?,**-, y ° m )^ R *, u x FcR * x r * 是 （>。，/) 的邻域，"以 x 

是连续函数，且 / 关于的各个偏导数 
都在 UXF 上连续.如果 

/( A /) « 0, 

det [^ L ( jr 0 ， y 0 )j ~ 0, 

Idy J 


则存在/的一个邻域 ( J , C ： U , 及唯一的连续函数 <P ： U 0 

/( A ：， qpO )) — 0，当 U 09 

— y°. 

这里 


R •，使 


(9.3) 


訖 ( ") 


dh 


W ) 


M 


{x\fy 




♦ •慘 


dL 

a Vl 


(A/) 


# ♦ • 


df 


dy 


良 (X 0 ，/) 


m 


是 K /， y ) 怍为 y 的函数在 y 0 处的 Jacobi 矩阵， det |^- C ^, y °) 

idy 」 

表示它的行列式. 

证 为了书写简单，我们只就2 5 1的情形给出证 
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明.这时》 ’舰 成-阶矩阵，即实数.由假设-乾的连续 


性及 det 


df 

― ■ ■ , 


( x # , y °) 


# 0，可知存在5 >0,使当 x € Bix ° 9 d ) 9 


y € B ( y ， S ) 时, 


(9.4) 


|$ T (") 


1 $-0， y ) - 1 
dy 


< 1 / 2 . 


又因为 /0， y ) 在 UXF 上连续及 /0°， y °)_ 0, 故存在充分小 
正数 r <5, 使当 x € B ( x \ r ) 时 

df 


(9.5) 


dy 


( Ay 0 ) 


/ C *» y °) 


< 5/2. 


现在用 C r ( BOV )) 表示 SO % r ) 上全体实值连续函数的 Banach 
空间，其范数用 HI 表示.令 

X — {< jp € C R (5( x 8 , r )) : < p ( jf °) — y \ ||<p — y 9 \\ < S } 9 

则 X 是 C R (互 ( V ， r )) 的闭子集,因 而是完备距离空间， X 上的距 
离定义为 

Y (< p ，</0 M |1平一少 II ，当 < p ,€ X . 

定义 x 上的映射 r : 

(7>) o ) —史 O ) — /0，< p 00)， 


<p 窆 X ， x € B(jc 0 ， r). 

显然 Tq>e C R (BO B ，r))， 又由 <p(P) — /，f(x。，/) — 0，可见, 

# 

C 7>)0。），( p ( V ) - [|^0。，/)1〜0。，9>0。））-八 

idy J 

若史，少€ X，则根据微分中值定理 * 

( Tqo ) O ) — （ Tt / OCx ) 

— vOO — 小 00 — f^O 0 ， y 。） [/U ， <pOO) 

Loy J 
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… H °°— [ I 卜 y 。) 


df 

dy 


(x，tl 


沒 00]< p 00 + 沒 00< AGO )[< pO *0 一 々 GO ] 


_ G — [ f ^。，，) 


dl 

dy 


(r，[l — 沒 00 ] 中 » 


+ 0000O)) j(<p(,.0 — 000 )， 

这里 O <0 O )<1. 注意 尤 € 5(x°,r)C ： 5(^,5), 且 

I[1 一 沒 00]qt>0) + 沒 00000 一 y 0 l < 在， 


于是根据 （9.4) 可得 
||7>— 7>|| 


(9.6) 


max |(T 屮 ）00 — ( 7 >)(« 0 | 


^ 一 | q> Qx) 

2 jpcBOrV ) 

—士 11 <P — 少 II . 


必 0)1 


又常值函数 yVX ， 而且 


( TY)OO 


■0 


dl 

dy 


(龙 0 ， y°) f(: ， y*). 


根掮 （9.5)， 


\\Ty° — y c il 義 max 


€ Bix\r) 


/(*,/) I <，/2. 


于是，当 <P^X, 由 （9_6) 可得 _ 

liT<p-y°|| <\\ T < p - 7V|| + \\Tf - y»|| 

< 丄||史 一 y°l| + 5/2 ^ d； 

2 

可见 r<p€X. 再由 （9.6) 可见 T 是 X 上压缩 映射. 根据定理 9. 2 , 
r 在 x 上有唯一的不动点，从而存在 b ( xV ) 上唯一的连续函数 
V满足 （9.3). 证毕. 

人们自然会问，对于一般 Banach 空间上一个非线性映射，类 
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似例 2 的研究是否可能？显然，首先是要对无穷维空间引进类似 
于 Jacobi 矩阵的概念.下面我们介绍著名的 Fr ^ chet 导数，它 

在非线性分析中起着重要的作用. 

定义 9.2 设 X ， y 都是 Banach 空间，<0是； C 的开子集， 

P — Y 是一个映射 9 如果存在一个从 X 到 Y 的有界线性 

算子使 

Ktri \\^ i x + A) — jaf — LAll 嫌 o ’ 

UJMI40 || ^|| ’ 

则称 J 在点 *处 Frtehet 可微，易见当 j 在：处 Fr ^ chet 可微 
时，使上述极限成立的算子 L 是唯一的.这个算子 L 称为3在* 
处的 Frechet 导數，通常记为 /(>). 有人说得好：“由于 
，00定义成映象的线性主部，所以正好反映了将非线性问题线 
性化.它是应用得最多的一种微分 概念， (参见 [14], 第26页） 

例3任何有界线性算子 T : X -^ Y 在任意点的 FMdiet 导 

数都是 T 本身.这点从恒等式 

T(^x ~h A ) 一 Tx — Th 1 ^ 0, Vx , A € X , 

立刻得出. 

例4设 O 是 R •的开子集， — R # 具有连续的各个偏 
导数 • 将中点表成列向量，即 

卜\ I 叭0)、 

^ ； U qp O ) : ]• 

\xj \ 屮*0) / 

如果 A-f i j 的范数充分小，根据微分中值定理， 


<Pi{x + A) — qPjOt) 

一 ^SPJ Qx^hi ■+■*•• 

dx 、 


^<Pi 

dxp 


OOA_ + o(IIAH)，; — 1, 


• 舞 


即 
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(9.7) q>(^x -h A) 一 qE>(x*) — Ah 4- o(||A||), 

这里 



从 （9.7) 式可见 < pOO 在 i 处的 Fr 6 chet 导数 <00 正是经典的 


Jacobi 矩阵 

有了 Fr ^ chet 导数的槪念，就可以类似于例2建立 Banach 空 

间上隐函数存在 定理. 关于这个定理及其证明可参见[18]，第 
383— 384页. 


习 題 

1•试 证明： 在线性空间中，对任意向量 r 及数* 都有 

Ox 0^ 

( — l)x ^ 

«0 0 . 

2 . 试证明下述消去律在线性空间中 成立： 

x + y — JC + 

ax = ay 且 a^O ==>x = y ， 
ax —» 且 x^O =^>ct =» 

3 . 试 证明： 在空间 o ) 中，如果按坐标收敛于〜，则按 
距离收敛于 

4. 证 明： 空间 o ) 是可分的. 

5• 设 {“K^i ， 是虹离空间中两个 Cauchy 序列，证明 
{rf(* •，>•)}“* 是 Cauchy 数列 . 

6 •距离空间; f 中的点集 <5称为 有界的 ，如果存在 X 中某个球 

S. 

试 证明： 距离空间中任何 Caachy 序列都是有界的. 

7 .设是距离空间 ，/是 X 的一个给定的子集， 窀义 
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p (*， j )4 in £{ rf (*， y):y € J }， 当 * € 尤. 

称为*与 A 的距离. 证明： pix , A ) 是 x 的连续函数. 

8. 设 S 是^的子集， CCS ) 表示 S 上有界连续函数全体按逐点定义的 
加法和数乘形成的线性空间，对定义距离为 

rf C / sff ) ^ sup |/ o ) — «00|. 

»« s 

试 证明： c ( s ) 是完备的线性距离空间. 

9. 证 明： ^( l <^< oo ) 是完备的距离空间. 

10•设 X 是线性赋范空间 5 3是 X 中的有 界集. 试 证明： J 是完全有界 
集当 ER 当对任何8>0,存在 X 的有限维子空间 M ， 使 a 中每个点与 M 的 
距离都小于 

U . 设 CX ，| HI > 是线性赋范空间， r >0. 如果球 B « {*€ X ：[) x | j < r }^ 
列紧的，则 X 必是有限 维的. 试利用 Ri «* 引理（定理7. 2 )证明之 • 

提示假如 X 不是有限维的.不妨设 r > l . 如果我彳 H 已经找到》个向 

量使 || jf # — **[| >--? >5^是，令 M •••，*•}，则 M 

是 X 的有限维子空间，故 W 一 X •由 RUsz 引理，存在心 + , € X ，||* •如 [ I - 

1 ，使 || r , + , — x f |! >- L , ; s * 1,2,** • 根据数学归納法，存在 

mt 

B ，使 l\ x t — x kl \>-^-9 当这与 B 是列紧的矛盾 * 

Mm 


12 , 证明： n 维欧氏空间跃_是 BanacK 空间.这里 M 表示》个实数 
组成的有序数组（匕，•”，自 ,） 的全怵按如下定义的加法、数乘和范数形成 
的线性赋范空间 

* + y = ($ 十 7l ， “ • ，若 ■ + Vrn)j 
ax =( 略 ， … ， 《 g _)， 



对 * — (&，•••，！-)， y 一 （％，• •• ，々 ■)€ «eR. 
13 •如果在 R - 中定义 

— max — ”“， 


当 r =(荏1，…， D，y « (”1，…，9_) € R' 

试证明：按距离也是完备的线性距离 空间, 
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14, 设是完备的距离空间， E 是 X 的闭子集，试 证明： 也 
是完备的距离空间. 

1 5 . 证明： / J ( l ^/>< oo ) 中子集 S 是列紧的充要条件是 

00 

( i ) 存 在常数 M >0, 使 对一切 f = {€.}€5有乏； 

( ii ) 任给 e >0, 存在自然数 W ， 使当对一切》 ■ { g .}€ S 9 

os 

2 Aiw 

.试 证明： 空间 ( o 中子集 ^ 是列紧的充要条件是对每个自然数 * ，存 
在常数 ^«>0,使当 * « {#•}€*?, 便有 = 1,2,**-. 

1?•设 M {^ b ] 是区间 [ a y 6 ] 上有界函数全体按逐点定义的加法和数乘 
形成的线性空间.当 r « xCO € 定义 

I 卜 f 卜 sup 

«<；! <在 

求证：按这个范数是 Banach 空间. 

18. 设 V [ a , b ] 表示在区间[«，*]上右连续的有界变差函数全体 ，按逐 
点定义的加法和数乘形成的线性空间，定义范数为 

||*|| *= KOI + Vi ( x ), 当 x ^ xC 0 ^ V [ a 9 B] 9 
这里 VJ (») 表示函数 <») 在上的全变差. 

试 证明： 按此范数是 Banach 空间. 

19. 举例说明，在一般的距离空间中，完全有界集不一定是列紧的. 

20. 设是距离空间 X 中的 Caucty 序列.如果有子序 
列 {*-*>?». 收敛于6则也收敛于*. 

21. 设/是从距离空间 x 到距离空间 y 的函数，则 f 是连续的当且仅当 
对 y 中任意闭集 h /― 1 ^)是 x 中闭集. 

22. 设义是》维复线性空间， { c l9 ..^ e m } 是 X 的一个基.试问，当 X 
看作实线性空间时，其维数是多少？请指出它的一个基. 

23•设 X 是线性赋范空间， r , € 如果 {乏 是 X 

00 99 m 

中收敛序列，就称级数 收敛. 如果收敛，就称级数•绝 

*^1 麓墨 I 

对收敛.试证明 X 中任何绝对收敛的级数都收敛当且仪当尤是 Baruch 空 

间. 
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24 •设 X,y 是线性赋范空间，: r 是从 X 到 y 的线性算子.试 证明： 如果 
x 是有限维的，则 r 是有界的，且了的值域也是有限维的. 

25•没是线性赋范空间， r 是从 x 到 r 的线性算子.如果 r 是单射 
的，则 x .} 是 X 中线性无关的当且仅当 •，: TxJ 是7中线 
性无关的 .• 

26 .设 r 是从线性赋范空间 < x ，||* iu > 到 < y ,[|. || a > 的有界线性算 
子. 证明： 

|J7|| «* sup [|rjr[| 2 = sup IITrli, 

27 •设 r 是 Banach 空间 X 上有界线性算子，如果存在 X 上有界线性算 
子 S 使 

TS ST ^ /, 

则 r 是有界可逆的，而且7^ 

反之，如果 t 是有界可逆的，则 

TT " 1 ^ T -I T =s t % 

这里 / 是 X 上恒 等算子 ，即 

lx = Vx € 

28 . 设 r 是压缩映射. 求证： 对任意自然数也是压缩映射，如果 
对某个自然数 «>i, r * 是压缩映射， r 也一定是压缩映 射吗？ 

29. 设/^是《维欧氏空间 R " 中非空有界闭集，映射满足 

rf(r: ， ry)<rfO ， y) ， Vj:, y ^F 9 x^y. 

试证明：： r 在 f 中有唯一不动点. 

30•设 k(»,o 是矩形0 < s 5<1 上可测函数，且 

J '| V (^ Ol 2 ^< oo . 

考虑积分方程 

*(0 = / CO 十又 j 0 尺 0， f )*(0 心， 

其中 /€ P [0，1] 是一给定函数，; I 为参数.试利用压缩映象原理证 明：当 
IV 适当小时，上述积分方程在 ^[0,1] 中的解存在且唯一. 
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第二章 Hilbert 空间 


§1内积空间 


有限维欧氏空间化具有线性的和几何的性质. 解析几何告 
诉我们，对空间 R * 中的两个向量《与6的夹角 I 有公式 


COS 


a 


这里 （ 


秦 


1 M_I 

) 是向量的内积，11 • II 表示向量的长度，而且 


\\ o \\ ― \/( tf ，3). 

所以，“角度”和“长度”这两个概念都可以通来定义 • 

现在来考虑无穷维空间上的内积概念. 

定义 U 设 X 为复线性空间，如果对任给的都恰有 
—个复数，记为 0， y )， 与之对应，并且这个对应具有下列性质： 
(0 ix 9 x ) ^ 0;( jf , x ) ― 0必须且只须 X ^ 0, 

(ii) (x 十 y ， ：)，(：， z) + (y ，怎 ). 

(iii) (ctJt ， y) a(^,y). 


(iv) (x ， y) — Gs^). 

对 x ， y ， z € X f a € C . 则称 O , y ) 为尤与 y 的内积，称 X 为具 
有内积 （• ， •） 的内积 空间. 

由内积的定义，还有 （^， «y) — 3(Jf, y). 

定义 1.2 内 积空间 X 中的元素: c,;y 称为 正交的 ，如果 U , y ) 
— 0. 记作 or 丄 y . 

X 中的一 族元素{巧}称 为正规正交集 ，如果 

( 勺， x k ) — d iK9 

这里 ^ 是 Kronecker 常数：^ — 1, 当 7 — — 0, 当； > 
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在内积空间 X 中，我们定义 

\\x\\ — \l 0 ，太），当 X € 兄 . 

不久我们将证明它满足前章所说的范数公设，按这个范数， X 是线 
性赋范空间. 

若 x 与 y 正交，则 


lk+ yil 2 = 0 + y, 尤 + y) 

*= (x， 戈）十 （：， y) + (y，：） + (y，y) 

« ix 9 x) + (y ， y) 

-W 2 + 1M1V 

于是有 

C 1-0 \\x + yll 2 = \\x\\ 2 "h ||y|| 2 

这正是勾股定理在无穷维空间的推广. f 

定理 U 设是内积空间 x 的; fejlk 交集，则对任 

- - Jk 

何 ; r € X 都有 


ikll 2 = 1 10, Ol 2 




证将 f 表成 



由内积定义及假设，容易验证上式右端第一项与第二顼是正交的. 
珉据 （ i ， i ) 及假设， 



T 

S ix f x n )x n 





、正 毕. 
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推论 1 (Bewel 不等式）设 { Xm }^, 是内积空间 X 中的毛 

规正交集，则于任何的 * € x ■都有 

2 \ Cx 9 x ,)| 2 < || x || J . 

« 二】 

推论2 ( Schwarz 不等式）对内积空间 X 中任意两个向量 

x 9 y 都有 

IO ， y)l < IkIHlyll . 

证 若 y - 0,则 

O ， y) — (x, Oy) — 0(: ， y) — 0. 

可见等式成立.若 y 々0, { y /|| y ||} 就是正规正交集，由 Bessel 
不等式， 

W 2 > iu . y / llyli )! 2 - 1 %^-' 

ilyil 

由此即知所论成立.证毕. 

定理 1.2 每个内积空间 X 按范数 IU || - 成为线性 

陚范空间. 

证由内积定义，易见 II • II 满足范数公设 （ i ),( ii ), 只须证明 
它也满足 （ iii ). 对任意 y € X , 

\\x -h y || 2 —( 尤 + y , x + y ) 

— (*» y ) + ( y ， Jf ) ~ f * (>• y ) 

— iUtl 2 + 2 Re ( x , y )- i -\\ y \\ 2 

^ Ikll 2 + 2|(> ， y)| + jlyU 2 

由 Schwarz 不等式，可知 

Ik + y|i 2 <ik|| 2 + 2Mbl| + liyll 2 - cllxll + \\y\\y. 

证毕. 

命題 1.1 内积（^， y ) 是*， y 的二元连续函数，即 
x n x f y m ~^ y y m )~^{x 9 y), 当 ”- ►oo* 

证 显然 
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1(尤》， y ”） 一 （上， y)l 

< I0»，>0 — ( 尤， y»)l ~MO, y n ) _ ( 龙， y)l 

< lk« — + \\x\\\\y n — ylU 

如果 x” — X ， — y, 还有 { bJh :! 是有界数列，故当 》— oo , 
上式右端趋于 0. 证毕. 

命埋12设点集 A / 在内积空间； f 中稠密.若兄使 

(欠， x 0 ) 0, Vjt € M , 

则 ：• *=* 0. . 

证 由假设存在\ € M , « =* 1, 2, • • * ，使 x 9 -拫据命 

题 1.1 及假设 

(x 。， x 9 ) — ^m(^x n9 x 0 ) — 0* 

故— 0. 证毕， 

前面我们通过内积引出范数，反过来，对于内积空间，我们有 
下列重要结果 

定理 1.3 (极 化恒等式） 对内积空间 X 中任意两个向量 x , y 

都有 

(1.2) 0 ， y) — i {|lar + y|| 2 — ||：r — y\\ 2 

A 

彆 

+ |_|卜 + iy|| 2 — i\\x * <y|| 2 }. 

证 由范.数与内积关系易得 

(1.3) \\x H- y|| 2 — (x 9 x) -f* (x, y) + (y ， Jt) + (y ， y), 

(L4) \\x — y\\ 2 — (x,x) — (x, y) — （ y, 尤 ） + (y ， y )， 

(1.5) \\x -h ty\\ 2 — O，*) 一 ， ’0 ， y) + *(y ， 龙 ）+ (y ， y), 

(1-6) \\x — ty\Y — 0 ，尤） + f(jf.y) — 心 ，尤 ） + (y, y), 

则经由 （1.3) - (1.4) f *(1.5) — /(1.6) 可得 

\U H- yll 2 — Ik 一 yll 2 + + <>ll 2 — 一 OIP — 4(r,y). 

证毕. 

必须指出，内积空间中向量的范数有着异于其它线性赋范空 
间中向量蒗数的独 蛣性质 • 


t 03 
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金题 1-3 ( 平行四边形法则） 对内积空间 X 中任意两个向 
量 ^， y 都有 

lk + y || 2 +| U — y || 2 _2(| U | l 2 + iiy | l 2 ). 

证 在定理 1.3 证明中， （1.3) 与 （ L 4) 相加即得所欲证者. 

人们自然会想到，是否每个线性賦范空间 X 都能赋以内积 

0, y )， 使得原来的范数 lUfl 总可以表成为 VCx 7 x ) 呢9答案是否 
定的.可以证明，叉龍 興_积的 是 X 中的范敎满足平行 
四边形法则.其证法是用 (1.2) 式士端来’定义 ( x , y )， 然后利用平 

行四边形法则验证如此定义的 （^ y ) 满足内积公设.洋见 [17], 
268— 270页《 

在空间 C [0,1] 中，取： t (0 — I , y (0 - G 则 

\\x + y || — max | 1 + 

0< f<J 

|| x 一 y || — max ) 1 一 $\ =* 1 » 

0</<1 

, W _ 1, W - 1, 

显然不满足平行四边形法则.这说明 C [0, 1] 不是内积空间. 

定义 1.3 若内积空间//是完备的，则称//为 Hubert 空间. 
最早是 Hilbert 在他的积分方程工作中考察函数按某个正规 
正交基展开所对应的 Fourier 系数（参见 [6] ，第六章，§ 6 ).这 
些系数序列自然属于下面所说的空间虽然 Hilbert 并没有 
把这些系数序列看成空间中点的坐标，也没有使用几何的语言（内 
积空间几何化这一步是由 Schmidt 和 Fr 6 chet 开始的\但人 
们还是称完备的内积空间为 Hilbert 空间，以纪念这位伟大的先 
行者. 

例2空间 
«0 

考察使2 \ U 2 <^> 的复数序列^ - { f .} 的全体形成的 
线性空间，记作/ 2 .由 Holder 不等式，可以定义 
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m 


( 欠， y) ， XI W 傳 ，当 r =• {Sn}f y — Un} ^ ^ 

t 

7t 二] 

容易验证它满足内积公设， P 按 （• ， •） 成为内积空间.下面证 
明/ 2 是完备的. 

设4 { 巧)}，々_ i ， 2 , * • •，是尸中的 Cauchy 序列 • T 

是任给 s ：> 0,存在自然数 W ， 使当々， j > N 9 

(1.7) H 〜卜 （2 I 以) U 2 

从而对每个自 然数〜 

< S ， 当 k ，，> N . 

这说明。是 Cauchy 数列，故 

k 

存在且有限.记 x 9 -{^} 9 由 （1.7) 式，对每个自然数 m , 

m 

I] l^ J ~ ^| 2 < e 2 , 当 U>N. 

1 

令 / — oo ， 可得 



2 I 以）一^1 2 <圮当 k > N . 

n ^ 1 

再令 m — oo , 可得 

<JD 

*— 1 

这表明 x k - x % ^ l \ 当•因 / 2 是线性空间，故 汽 
由上式 

11^- ~ [2 把一❿十 当 k > N . 

L »= 1 

即 X k x 90 证毕. 

常用的 Hilbert 空间是函数空间，其中最简单的是下面所说 
的空间 L 2 [ aM . 

例3 L 2 [ fl , b ]. 

• 65 * 



考察有限区间 U, 6] 上复值平方可积函数 /oo 的全体按逐 
点定义的加法和数乘形成的一个线性空间，记作 L 2 u， 彡].•由 
Holder 不等式，可以定义内积 

(/» S ') — | fMg ( x ) dx 9 当 j 9 g € L 2 [ a 9 ^]. 

容易验证 L 2 [ a , b ] 按这个内积成为内积空间，而且按这个内积 
确定的距离恰好是第一章§5中例2当 p - 2 时的距离.从那里 
得知 L 2 la t b ] 是完备的.因此 L 2 [ti , 办]是 Hilbert 空间. 

例4出 00 ). 

设 G 是圯中幵集，定义 

w 以、丄、 f 砂贿麵穩雛雜雜 ，I 

I 且支集 supp (/)cz^ 是 紧的. i 


这里 supp (/) ^ 0} # 定义内积 

(/* g \ = 2 1 的 oo ^ qoo 办，当 f 9 g ^ 


这里 


(/if 




u 是重指标, 
^ d li i 


t 

) 


h 


(尤 ！,•• • ， X n ), 


dx 1 ^ * * 

按这个内积形成的内积空间记作砌(奶，而命 (D) 按这 


个内积导出的范数的完备化，记作出(^),这是一个 Hilbert 
空间.据文献 [24], P.250, Schauder 已经考虑过空间 H C K ^). 

可惜他没有考虑它的完备化.这里的其实是著名的 Co 
6 ojieB 空间的子空间.（参见[ 3 ],第 SO 页） 

例5 A 2 (DX 

设是复平面上的一个有界区域，令 


A\D^) — O0r):Ka0 


在 d 内解析，且 jj 

D 


\fise}\ 2 dxdy < 00> f 


这里 Z x + i_y •在 A \ D ) 中引进内积 
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(/，《）=■ 当 ^ € ^ 2 (D). 

容易证明 A\D) 是一个内积空间，下面证明它还是完备的 . 

设 ^ ^ 0 )} 二1是 / (D) 中的一个 Cauchy 序列. 注意 
是 L 2 (D) 的一个线性流形，而 L 2 (D) 是 Hilbert 空间（见 
习题 5 ), 从而存在 f,€L 2 (D ), 使 

( 1 * 8 ) jjlLCflf) — hCsO | 2 办办 — 0 ，当 ”— 00 * 

D 

我们只须证明 / 0 « 在 D 内解析.设 {z:\z- zA<p} 是包含 

于 D 内的任意闭圆盘，由于 L 00 在 D 内解析，有 Taylor 展式 

00 

/•00 — _ 2 (心 一 

i =*0 

从而利用复数的指数形式 Z— z n - re ie 9 可得 

II/- - fJY - 

D 

> f l/«W — f m M\ 2 dxdy 

lx-» 4 «P 

- 「 [ 广 （ i] q’Ki] c k r^^ 6 \dd\rdr 

-^ LJ« \ y seQ f / _ 

— S 2?r ( P k ,* i 2 ^ 2i+1 ^ 

y^o u 

■2 冗巧十 2 广 

I =*0 

> 7 rp 2 k 0 | 2 

— ttp 2 |/.(0 — L(d 

因 {U 按 II • II 是 Cauchy 序列，这个式子表明 0 * 0 )} 在 
包含于 D 内的任意闭圆盘上一致地收敛，于是 

AO ) — 11 m /, («) 
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在 1>内 解析. 

总之， ，（ D ) 是一个 Hilbert 空间. 

命题 1.4 内积空间 X 的完备化 X 是 Hilbert 空间. 

证内积空间 X 按内积 （• ， •） 所确定的范数成为线性赋范 
空间，于是由第一章§ 5中定理5.1，存在 X 的完备化 X ,使 对？, 
r ^ X ,有 X 中的 Cauchy 序列 { x n } 9 { y n } 9 使？=-{〜}， 

{ y _}, 注意 

1( 尤《， y»)— ( 〜， y»)l 

< ! y*)— 0« ， y»)l + 10 供， y«) 

— ( 尤 》， y»)l 

< \\x n — 怎 JlllyJ + m — y*ll ， 

可见 {(〜， y „)} 是 Cauchy 数列，从而收敛.定义 

( x , y \ -= limO ”， y „). 

ft 

假设 {<}，{<} 亦是 X 中 Cauchy 序列，使 2 —.{<}，？一 {>'«}• 
则• — jcJ — 0， limljy , — yj — 0. 注意 

霉 n 

IO »， y *) — ( 〆 ”， 

< IO ”. y «) — 0«， v«)l •+ l (^*> 〆 《) — ( 〆 》， y«)l 

( lk*lliiy» — y*!l + IU* — dilly’X 

可见 , 

y „) « 〆 „)• 

n m 

这说明 （？， 的定义与表示的具体的 Cauchy 序列选择 
无关，所以定义是完善的，容易验证 （• ， • \满足内积公设，因而 
文按（ • ， • 乂成为内积 空间. 

注意 ，戈 按第一章§ 5中定理 5 .1 完备化构造所确定的范数 
|| • || 与内积 （• ， • \之间有如下关系 

!1^1| 2 ^ x n ) — (5, J ) 1# 

n 

即戈的范数 li • II 恰是由内积 （• ， • \确定的范数，所以 X 是完 
备的内积空间，即 Hilbert 空间.证毕. 


• 6 $ 






§2 正规正交基 

此后，如无特殊声明，我们总用 H 表示非零的 Hilbert 空间. 
设 { u m } czH 是线性无关的序列.现在如线代数所说的，令 

⑷广 鉍 1 ， v x = - wJlw x \\ y 

^2 «2 — («2» h 

( 2 . 1 ). … 

n - 1 

u n — y] (« 霉， V k )t/ kf v m — wj\\w m \\ 

攀# 串 壽 •奉 * » • ♦癌 » 

则{〃1，〃2, • * •，〜， • • •} 便是 一 个正规正交集，并且对任何自然数 

饥， 都有 

(2.2) Sp{»” … ， u m } — Sp{«/ M •••，％}. 

上述的按 （2.1) 式从 { u m } 构造 { p n } 的方法叫做 Schnudt 正规 

正交法. 

定义 2.1 设 S 是 H 中的正规正 交集. 如果//中没有其它的 
正规正交集真包含则称 *5 为//的正规正交基. 

下面命题给出 Hilbert 空间正规正交基的一个等价描述. 
命題 2.1 设* S 是 H 的正规正交集.则 *5 是//的正规正交基 
的充要条件是 H 中没有非零元与 S 中每个元正交. 

证必 要性. 设 I € if 与 S 中每个元正交.如果 or 今0，令 
— x /\\ x \\, 则 A — 便是 H 中真包含 S 的一个正规正 

交集.这与 S 是正规正交基矛眉. 

充分性，否则，存在 H 的正规正交集\真包含取非零的 
x € Si \ S ,则*与5中每个元正交，与假设矛盾.证毕. 

定理 2.1 若 H 可分，则 H 有一个可数的正规正交基. 

证由于//可分，//中存在可数的稠密子集义利用数学归 
纳法可以证明必存在 S 中一个线性无关子集 {&}, 使得 S 中每个 
元都可以表示成 { x m } 中某些元的线性组合. ' 
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将 Schmidt 正规正交法用于 {x 9 } 9 得到正规正交集 
若有 MH ， 使 

(<?， O — 0， W — 1 ， 2,-**. 

n 

注意由 （2.2) 式，每个 A 可以表成 - S 咕 ，从而 

# ■» 1 

{ e f x n ) «- 0，》— 1，2，.*、 

又任给 x € S ， 可以表成中某些元的线性组合，故 

(e , x ) — 0， Vjc € 5, 

由于^是 H 中稠密子集，根据命题 1.2 可知 e - 0,再根据命题 
2,1，可见{%}是 H 的正规正 交基. 证毕. 

定理12每个非零的 Hilbert 空间都有正规正交基. 

证设 H 是一个非零的 Hilbert 空间，考虑 H 中一切正规正 
交集构成的族 y 是非空的，因为任取便是 
，中的一 个元. 对5 2 €^,定义&•<&，当则 
，按“乂”成为一个部分有序集.若{心}«^是多 " 中的完全有序 

子集，贝1! U & €貧*，而且是仏丄“的上界 • 根据 Zorn 引理， 

fl kut 

f 中存在极大元，则便是 H 的 一 '个正规正交基.证毕 • 
定理 2.3 设 *5 — ^ 是//的 一 个正规正交基，贝 U 对任何 

的:都有 

x 一 S (太，〜)〜， 
a « j 

1 W 卜 SK ^ OI 2 , 

a kj^ 

这里 2 〜表示最多只有可数多个 *« 与0,而 i 级数无条件收 

敏. 

• 特別，当 H 是可分的 Hilbert 空间， { x n } m l x 是//的正规正 
交基，则对任何的 x 都有 

a? 

(2.3) 11*il 2 — 2 丨 “ ，工-)「， 

濉 ，1 
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( 2 . 3 ) 通常称为 Parseval 公式. 

证 设由 Schwarz 不等式，对每个 a € f 

IO，：„)l < 

注意 

u IW". 

… L 夂 + 1 K J 

于是，若有不可数个 （t l ) 今 0, 则至少有一个区间 

[ iir w '， t w ] 

中包含无穷多个 IO , A ) l .这与 Vessel 不等式矛盾 • 

现在 {( r , 丰儀多只有可数个不为0者，将它们排列 

成 

( 丨，尤… ） ， （ 尤， x ' )， * •.，（怎，尤〜- ) ， * * • ， 

由 Bessel 不等式，对任意自然数 

or 彡 iwp . 

/ — 1 

故 i ] io ,、） i 2 收敛. 

令 V* _ (X，〜）〜， w — t ,2, **•, 则当 《>m 时 

/-I 

! ly « — y »! i 2 — II S 

jb m + 1 

— 2 i ( 尤，〜 ） i 2 ， 

t ■»»+1 

可见 { yJ . L 是 Cauchv 序列. H 是完备的，故可设 y „ — r'e 
往证 J ： — r . 

显然，对一切有 

o — JC ， x ajt ) — lim(x — 2 ix 9 x a .) x aff 
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—(X, — (x^x av ) 

- 0 . 

而对€ S，Of 与 x a ) —' 0 ， 且 O a " L ) _ 0,； — 1,2,** % 

故 



于是 X - X^ 与5中一切元正交，而 S 是 H 的正规正交基，故X — 





lim S (太， 〜)〜 




§ 3射影定理， Fr ^ chet-Riesz 表现定理 

设 j 是 Hilbert 空间//的线性流形，定义 

«■ - [y^ H:(y, x^) — 0 # Vx € 

并称为的正交补. 

从内积的线性与连续性，易证 是 H 的子空间，显然 

>与的交为 {0}. 

定理 3.1 ( 射彩定理） 设/是 H 的子空间，则每个 re // 
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都可以唯一地表成 

工 》 y + ， y ^ ， Z € 

人们称这个由^与 j 也一确定的 y 为*在 > 上的正交射 

影. 

证注意 j 也是 Hilbert 空间，根据定理 2.2, ^有一个 
正规正交基 { y 丄任给 x ^ H 9 如定理 2.3 证明第一段可知, 
最多只有可数多个 O , y 。） 与 0. 设它们是 { U ， ydht ，则对 
cc € 〆， ot a ,-,; — 1, 2, • ••,( jc , y «) — 0 •令 


" y "* S ^ x * >«/)>«/• 

/ - i 

如定理 2.3 —样可以证明，上式右端级数是收敛的.因/是闭 
的，故 y € 

令 z 嫌 x 一 y ，贝 ! J 


m 


0,3^) — U ， y ”） 一 (S (:， y 〜) y «” ％ 

= 1 

^ O, y«») — U，>«J 


又当 aH 、且 a — u ,，/ — i f l f 


« • • 


* \ 

(js» y a ) =* U ， y«) - (2 ( 太， 




总之， 


( z，yj — 0，当 ot € 


根据定理 2,3, j 中每个元都可表成； £ U ， yjy 。， 可见* € 


^r x * 因此 

x _ y + z ， y € , z € dt x . 

至于唯一性，可由 得出 . 证毕 • 

应该指出，这个定埋也可以看作是 Schmidt 正规正交法的推 
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广.因为对于任何子空间*乂，若根’据射彰定理，便有 

x 0 y 0 + js 0 ， y Q € , z 0 € 

显然 z 0 ^ 0, z 0 是新的与，1中一切元都正交的元.为什么 
说是推广呢？因为现在的 dim i 不限于有 限的. 

区别于一般 Banach 空间， Hilbert 空间是几何性质最丰富 
的空间，理由之一就在于它有射影定理.早在30年代，人们就已 
举出反例，即使对前述的 # 2 ) 空间，也不能有类似射影定 
理那样美好的性质.关于这个反例可参见 [34]. 

命题 3.1 设 M 是 H 的线性流形，则~ ( Af x )\ 

证由正交补定义有又因 （ A/iy 是闭的，故 

丄) 丄. 

设 x ^( M x y t 因为沿是//的子空间，根据射影定理， 

x y + 之 , y € M 9 z € 祕丄， 

不难证明- A/\ 于是，用 z 与上述表达式作内积有 

0 — ix, z) ， ( 2 , z )， 

故《 _ 0,从而 ： c - y 6 豆. 证毕 • 

例1设 

fOO _ j xQt ) dt f or€ L 2 [ a , 

则 f 是 L 2 [ a 9 d ] 上的线性泛函，且 

G b \i/2 / Cb \i/J 

Idt) (J. UWI 2 心） 

感 0 — ar 2 \\x\\. 

可见 fOO 是 L 2 [ a f i ?] 上的连续线性泛函 • 

第一章57中引进的连续线性泛函的概念正是从积分这个最 
常见且重要的线性泛函抽象出 来的. 例1表明 Hilbert 空间 
上有非零的连续线性泛函.设#表示 Hilbert 空间 /f 上 
全体连续线性泛函按逐点定义的加法和数乘形成的线性空间•对 
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II/II — sup 1/0)1 ， 

容易验证按这个范数，^是完备的线性赋范空间*通常称 

为//的共轭空间，或对偶空间. 

定理 3.2 ( Frechet-Riesz 表现定理， 1907) 设 /€//*, 则 

恰 有一个 z f € H , 使 f 可表为 

fOO 一 （太，灼）， Vjf € H f 

并且 

I 1/ IU • — 1 U / IU ， 

这里范数 II • II 的角标 W 通常 省略. 

证令^ - { jc€// ：/W - 0}, flij ^ 是 H 的一个子空 

间. 

若/ - W , 贝 IJ 

/(y) ™ 0 — （ X ， 0 )* Vr ^ H m 

取 q — 0即可. 

若 ^ ^ H , 则有 x 0 € H \^ m 根据射影定理有 

^*0 — y & + ^ o . y # € ^, z 0 € ^ L , 

显然 々与 o 且 K 。 与 o . 现在对任给的 x $ H , 取 - fOOl 
fU )， 则 . 

(3.1) / O ) — — K ^ o ). 

故 /(Jt — — 0. 从而 X ^ , 总之 

(3.2) 尤 —（jr 一 fizo) H- 尽 z 0 ，x — 夕 *« 砭 % 

这表明 j 与{^}张成整个空间. 

取 (3.2) 式与2：。的内积，可得 

(Jf, O — 斤 ( 龙 0,、)• 

从而定出 

— ( x 9 « o )/ IU e || 2 — ( x , afo / IUollO . 

由 （3.1) 式即得 

K *) ， - ( x ^ 

V IM / 


鲁 
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于是 


Zf ^ W X9 


即为所求者. ^ 

至于唯一性，若又有 d e //， 使 

/O) — (r ， z' f ),V^r € H % 

则 

Or , z / — ) — 0, \fx € 

可见必须 A ― 2 f • 

最后，由 

llflitf •一 sup I /I **" sup \(x 9 */)| 

B r 篇 < 1 n r I <! 

< sup || x||||zfil — IU / II . 

I > tt < 1 

和 

II/II ^ sup 1/0)1 > i f^Zf/W 2/11)1 

Ut ■ ^ t 

一 i(^f/IU/ll, — \\zf\\ m 

可见 

II / IIh * — lUfllH . 

/ 

证毕. 

根据 FMchet-Riesz 表现定理，每个 f ^ 对应唯一的巧砭 

H , 使 

(3 3) fM — (jf f «/), Vx€ H. 

另一方面，对每个令 

j M ( je ) — ( x , 2?)，当：^ H . 

易证是//上连续线性泛函，即 fW . 于是，如果我们定义 
映射 r :^ - W 为 

r (/)-~, 当 / W , 
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这里々是根据 Fr & het - Riesz 表现定理由 f 确定的 H 中满足 （3.3) 
式的唯 一元. 则 r 是由 //* 到 H 上的一一对应的保范映射.但它 
不是线性的，而是共轭线 性的： 

+ atfi) == ^rC/i) H- a 2 r(/ 2 ). 

因为对任意 /m / 2 6 W *, a 2 € C , 

(« i/i + a 2 / 2 )oo 
_ «l/l w + « 2 / 2 (^) 

— 0 £!( 尤， r(/J) + a 2 (z, r(/ 2 )) 

_ O，+ 5 2 r(/ 2 ». 

如果在 W * 中定义内积 _ 

( 3 . 4 ) (/ 1 ， A ) _(%、％), 当 / i , / 2 € W *, 

容易验证成为 Hilbert 空间.于是是两个 Hi ¬ 
lbert 空间之间的共轭同构（即 r 是保范的、双射的，共轭线性的 
映 射）. 如果我们对共轭同构的 HHbert 空间不加区别，视为同一 
空间，可记 H * = H . Hilbert 空间的这种性质称为自共 轭性. 
这是 Hilbert 空间的基本性质之一 • 

在实际问题中，我们常会遇到双一次形式 ( pU , y ). 抽象的 
线性算子特别是无界线性算子的问题有时转化成标量的双一次形 
式,在运算上更为方便. 

定义 3.1 设 wO , y ) 是从 HX // 到 C 中的函数，具有性 
质： 

(0 < p(ax -h z ) a ( p ( x 9 z ) H - /? go ( y , ar ), 

( ii ) < pix y ay H - — ^< p (^ x y y ) -+- 8 cp (^ x 9 jet ), 

当 x 9 y 9 a , ^ € C . 则称 p ( x , y ) 为 H 上的共轭双线性 

泛函.若更有常数 C >0， 使 

( iii ) igp ( x , y )| < 当 x , y € W . 则称 < p ( x , y ) 

为有界的. 

在上述 定义中 ，如果 （ ii ) 换成下面的 

( if ) ( pix , ay 十 〆 z ) _ otgoO ?， y ) -h ^< pQx 9 z ), 

• 77 • 



就称 pO , y ) 为 H 上的双线性泛函. 

显然，如果共轭双线性泛函 wU , y ) 还满足 

cpiy f x) =- 炉 (A ：「 y )， 

(p(.x 9 x') 

以及 

(p(,x 9 A：) =" 0 <==> X ^ 0 m 

那么 ( pCx 9 y ) 就是个内 积了. 

定理 3 . 3 设 （ pO , y ) 是 H 上有界的共轭双线性泛函，则恰 
有 / i 上一个有界线性算子使 

炉 0 ， y) — y) ， 当： c，y € W. 

证对任给的令 

f ( y ) < p ( 7775 ， 当 y 6 H . 

易证/ € 根据定理 3 _ 2 ,恰有一个元 z f € H , ® 

/ Cy ) ■=* Cy 当 y € 

这个々 是由 / 从而由怎所唯一 确定. 定义 ▲ 贝 y 

沪（龙， y) _ Cy. Ax) % 

即 

(p<,x 9 y) — ( / 尤， y )， 当 jt, y € //. 

不难验证，如此定义的 3 确是 H 上有界线性算子.至于唯一性是 
显然的.证毕. 

例 2 设①是 R 2 中区域，^ CJ (^);«是实值的}. 

则 

tf(«, — + u y v y )dxdy 9 u, 


是纫上按 HiW 的范数 II • 有界的双线性泛函.这里， Ci ( G ), 
« o (^) 的定义参见$ 1 中例 4 , 



«y @ ^，当《 € 逆. 

dy 


因为我们只考虑实值函数，中内积定义为 

t 79 ♦ 


故 




d 1 itOU^dxdy ? 


lt«lli ― («t «)i 


5j f[l Z ^xdy 

Ijf <1 


-JJ j (« 2 + + « 2 y )^yj i/ * . 


容易验证 


(w ， *0 会 j («' r + t4 v Vy)dxdy, u, v € 激 

o 

是 一 个内积，从而由 Schwarz 不等式 

*01 _ 4- U f p y )dxdy 

V 

^ ( Ur 1 2 十 I »， 1 2 ^dxdy ^ 

.( jj ( kd 2 + I v y I l > ) dxdy \ 

x V ’ 

< II 4 WL 

可见 aCu ， fO 是按 Wi (0) 的范数 II • Ih 有界的，至于双线性是显 
然的.由 S 1中例4,纫在 HICQ ) 中稠密.所以 a («, o 可以 
扩张成 Hl ( Q ) 上的有界双线性泛函. 

从这个例子及下节例2, 聊) 上范数的引进，正好把关亍 
微分算子的 一△« 转化成作为吠 （0) 上的有界双线性泛函的 

flO , 妒）. 


§ 4 Hilbert 共規算子， Lax-Milgram 定理 

嘩 

1° Hilbert 共轭算子 

设 H l 9 H 2 都是 Hilbert 空间， r 是从札到 ff 2 的有界线性 
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算子.对 w 2 中每个固定元 y ， 设 

Ki <0 旮(了*， y )， 当 x € H u 

则 ZOO 是％上以 x 为变元的连续线性泛函.由 Fr & het-Riesz 
表现定理，恰有一个？€仏，使 

/ O )-0 t ，？）， 当 x ^ H lm 
这个？是由 y 唯一确定的.人们定义 

T * y-h 

容易验证 r * 是从 W 2 到乂的有界线性算子称 r * 为 T 的 Hi ¬ 
lbert 共 轭算子 ，通常也称为 r 的伴随算子. 

由的定义可见 

(4.1) (Tx t y) — （ x, T*y), ^/x € W lf y € H u 

总之，讨每个从 w , 到 h 2 的有界线性算子 r , 总存在一个 
认％ 到仏的 有界线性算子 r •使 (4.1) 式成立.显然卩是由 r 
唯一确定的. 

例 I 设的一个正规正交基 • A 是 R - 
上线性算子 ， W —（〜乂是 A 在{々，••• 〆 •}上的矩阵表示， 

则认基底与矩阵表示的关系， 

hxx a X 2 … a ln \ 

(Aq ，…， A <?.) — (<? lf …〆 J 〜 1 tf22 …〜 

擊 »♦« 

\««l ^*.2* * * a 9 j 

即 

n 

t - I 

(参见 [2]， 第 274 页）从而对每个々，; - 1, •**,», 

( A 、 〆 ,） 一 O ，， Aq ) 

2 a H e i ) "™ Hi * 

\ 4 M « / 


故 
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(4.2) 


A 




设 A * 在 { e X9 e m } 上矩阵表示为即 


n 


A* 〜一 aTk^i ， 卜 1 ， 


n 


与 (4.2) 式相比较可见 


ctk *=■ —1 • 


»• 


即 


A 


tfll 旗 21 * * * a n 

AM 

^12 ^22 a n 2 


« 




2 n 


以下，用 ^ f ( H ) 表示 Hilbert 空间 H 上全体有界线性算子 
的集合•设5,7€ £^( H ),«€ G , 定义 


(S + T^x ■- Sx H - Tx ， 
(osT)ar a( Tx) % 


(5 T > - S ( Tx ). 

当 x € H . 容易验证， S + T ， «7\ 5 T € /(")• 

定理 4.1 设 S . 丁 € •则 

(1) (5-h r) 寧一 p + t *\ 

( 2 ) (sry - t * s *； 

(3) ( w - r ; 

(4) 对常数 C , UD nT m ; 

(5) 若: r 有界可逆•则 r # 亦有界可逆，且 

cr*) M • (: r —‘)•； 

(6) || r *|| - i | r || # 

证 （1),(2) 容易验证.至于 （3), 对任意； r , y € H , 由（4.1> 

U , ( r*)* y )-w y ) 


- Cy, T^x) 


• 81 • 




— x ) 

— O ， Ty ), 

故 Cr ”.一 r . 

关于 （4). 对任意、 y €//, 

U > CaT ) Jk y )*=-(( aTV t y ) 

«=" o ：( Tr , y ) 

两 Of ( 尤， r*y) 

-(i, <T m y)) 

— Oc , ( W ) y ), 

故 iaTY - nT *. 

(5) 对任意 \ y € W , 

( jf ，/* y ) — (/ x , y ) — O ， y )* 

这说明对 H 上恒等 IK 子/，有 ”一 /. 由假设及第一章习题 27, 

了了 - ' n — /. 

根据前面的（2) 9 

T*(r i y - (: r i r)* 篇 f* 讎 r, 

再由第一章习题27,知 ： r * 有界可逆，且 

( r *)- 1 - ( r ~ o \ 

最后来证明 （ O .从 

\\ Tx \] — sup l ( Tx , y )| # 

I ! yM <) 

(见习题 11) 可见 

II r 1| 一 sup llr^n 

_ sup sup i ( Tx , y )| 

HybO 

一 sup sup \( x 9 T * y )\ 

My«<l UxlXl 

—sup || T * y || 

- \\ T*L 







证毕. 

定理 4.2 设仏与// 2 都是 Hilbert 空间， 义是从 / A 到仏 
的有界线性算子，引进如下 记号： 

H,：Ax - 0}, 

称为的零空间.仍用 RCA ) 表示/ 的值域，即 

R(^)^{y H 2 ：y ^ Ax 9 x € H x }^ 

贝 lj NiA') « 尺 （/*) 丄， N(A*) — 及 （ /) 丄， 

R(A) = NiA*y $ RiA^ — TV ⑺丄 . 

证设 x € iV ( J )， 则 Ax — 0. 从而对任意 y 6乐， 

( r ， A * y ) — { Ax 9 y ) — 0. 

这说明 x € RCA * y . 

如杲则对任意 y € W 2 , 

{ Ax f y ) — ( x , A * y ) — 0. 

故 A — 0,即 jc € iV (/). 总之 

NQA) ― R{A*) x m 

根据命题 3.1， 

RCA*') - (R(A m yy - N{A) L . 

其它两个等式可以类似证明. 

2° Lax-Milffram 定理 

定理 4.3 ( Lax - Mil^ram 定理， 1954) 设 是 Hilbert 

空间//上有界的共轭双线性泛函，且有正的常数 r , 使 
(4.3) \ BUfO \ > r \\ f \\ 2 9 当 /€ W . 

则于//上任给的有界线性泛函 /(/), 恰有一个办€«，使 

/(/)- Hf , go )， V /€ W , 

且 

ikoil 

r 

这个定理也是关于连续线性泛函的表达式，只不过把 Fr 6 ch - 
et - Riesz 表现定理中的内积推广为满足控制条件 (4.3) 的有界共轭 
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双线性泛函 B(J ， g 、 而 B , 但是这个貌不愤人的推广在偏微分方 
程之适定性的研究中却是很有用的 . 

证由定理 3 . 3 , 存在有界线性算子 : T , 使 

T * g ) t vf , g ^ H . 

由 ( 4 . 3 ) 有 

r||/ll 2 < |B(/，/)| - |(/,TV)I < ll/!ll|r*/iu 

即 

( 4 . 4 ) r|l/|| <||T*/[U VI €H. 

由此可见 r* 是单射的，从而 （ r*)- 1 存在 . 

往证： T* 的值域 R{T^^H. 由（ 4 . 4 ) 可见 / 2 ( ： r 。 是闭子 
空间 . 若 R(T*) ^ H. 根据射影定理有非零的与 RCT 〉 
中每个元正交，从而 

0 - |(y ， r»| — |B(qE), qp)| ^ r||(p|| 2 . 

这导致一 0 , 矛盾 . 故 rct*)- 从而 err 1 是从 h 到 
H 的线性算子 . 

根据 Fr^chet-Riesz 表现定理，对 H 上有界线性泛函/,存在 
唯一的 H ， 使 

/(/) — (/，《)，当 /€ 

且 于是欲使 KD- bu, go ), v/ew ， 即 

(/，《) — (/ ，了 、 0 )， W 6 //• 

必须且只须 «- n ， 即 ^ = (: T )、. 从 ( 4 . 4 ) 式， 

以。11<丄 IIPU - 丄 M ， 丄 M . 

r r r 

至于办的唯一性从《的唯一性及 r* 是有逆的得出 . 证毕 . 
推论 (Lax-Milgram) 设 J 是 // 上有界线性算子， 

a{u 9 v) — 以 ) ， u，v k H ， 

满足 

u)\ ^ riiw^, r > o, v«e /y* 

则 3 是有界可逆的 . 
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证如定理 4 J 的证明，相应那里的0 « (以4)，瑰 
在是 fl (“， p ) - ( Au , v ). 根据 RW ) - H 及 (4.4) 式知 A m 
是双射的，而且 


< 丄 IW1， 当 H y 

r 

即 （ 是有 界的. 根据定理 4.1 的 （5), A ^( A m r 也是有 
界可逆的.证毕. 


例2 考察 Dirichlet 零边值问题 


(4.5) 


— Aw — 

«l eo — 0- 

这里, a 是复平面上有界区域， da 表示公的边界, 


{ 


A 


)， 


/6L 2 (D) •设 

是实值的，且 M ⑽ 
对《， " €逆，从 Green 公式 




0}- 


( — t^u)vdxdy 


D 


du 


—1 \Vu ♦ Vvdxdy 一 \ ―― vd<r 

)j J 8^ On 

|j Vu • ^vdxdy 9 
o 

这里 U t p x -f- U ， tf ” 于是从 （4.5) 的第一式有方程 

|j V« • Vvdxdy ** j j fvdxdy , «, v € ^> ^ 

Q Q 

考察双线性泛函 ， 

a(«# 9 r) — jj Vw • Vvdxdy 

Q 

— jj it* x v x -h u y v y )dxdy. 

Q 


(4.6) 


{ u x v x -h u y t / y ) dxdy . 
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如 I 3 中例 2, 已经证明它是实的 CKQ ) 上按 的 ⑼的范数 
有界的双线性泛函 * 故可将 a ( u ^) 扩张到 HIW 上，而有 （4.6) 
扩张后的方程 

(4.7) a(jt ， v) — || jvdxdy — U 

0 

定义若有 《€ H !( fi ), 使 

fl(w ， t^) — (/, \fv 6 H'CG), 

则称 《 为边值问题 (4.5) 的广义解. 

为什么说它是广义解呢？ 因为“ 未必在逆内.还该指出，从 
«€ WS ( fi ) 的定义，应该有 qt>f € CS (幻），; — 1, 2,…，使按 
(*,•), 定义的范数收敛到 《• 因此可以说，上 述的“ “粗糙地” 
满足边界条件 


— 0 . 

注意 H \{ Q ) 的范数 

" f(( (V + W + uX^dxdy > 

0 

故 （r OlHp ， 也是 HliO 、) 上的以 P 为变量的有界线性泛函，从 
而由 Fr ^ chet - Riesz 表现定理，可以像 r 之共轭算子 r * 一样定 
义从 U ( X ?) 到 H ( ( Q ) 上有界线性算子尺使 

(*S f\ 、 D' — （矽 ，^/>!, V € 

而从定理 3.3, 则应有 V ( Wii ( D ))， 使 

a(tt ， v') — v\, u^v € 

现在方程 （4,7) 便可改写成 

(zf»， ^), — CfCf, v\, Vv 6 tiliQ). 

即 


(4.8) Au — Kf . 

从 Friedrichs 不等式 （[11]，117—118 页） 

«)t — -I" u\)dxdy > a |j t^dxdy 9 
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可得 


(1 + 士 )1 一 ， 《)l > j + u\)dxdy 

O 

^ A 

+ jj i^dxdy — H^llt. 
o 

因此，满足定理 4.3 之推论中的控制条件，于是 J 是有界 
可 逆的. 亦即上述边值问题的广义解存在且唯一，并且还是稳定 

的， 

3°可分 Hilbert 空间上有界线性算子的矩阵表达式 

以下总设//是可分无穷维的 Hilbert 空间， q > l9 < p 2 

••• 是 / f 上的正规正交基 * 任给 4 r € 则 * 可唯一地表成 

00 

* * S 

+ *= 1 


这里 


“一 （：，叫） 

称为 I 对于坐标架 {< pJ ： T - i 的第々个坐标•又 


S ikr <oo, 

1 

BP U k } ^ l \ 


设 y — 互] w ， 则有内积表达式（见习題 3> 


(4.9) ix 9 y ) — 2 

k *= \ 

SC 

对 J 6 V ( W ), 显然 Ax ^ 4* /外，从而 A 的第# 个坐 

* 1 

标为 

m * 

<< Ax 9 < p .) — < P .)"" S 

*■1 *»t 

这里 
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(4.10) < P »)， 》，々一 

一般称(以下简写成 （ q )) 为算子 W 关于坐标架 
{9i>r=, 的矩阵. 

同样对 j 的共轭算子与之相应的矩 阵元便是 

(4.11) aX k — qi M ) — Cqp * 5 ^ qp ») — 

— hn - 

由定理 2.3 


<x) m 

S \ a »k\ l "■ 2 ^ A( pk* <p»)f 一 m<p*ii 2 < °°. 

*«91 瓤 =i 


同样 

oo « 

21i 2 ^ 2 ^ a U \ 2 — m^<p*h 2 < °°• 

1 it 雄 l 

总之，无穷矩阵 （《_) 的列向量与行向量都是 Z 2 中的元素. 

设算子 j，B€ ^ (H ) 关于坐标架的矩阵依次为 
(叫），(^).考察 C • BA 关于坐标架 {^ p K } U 的矩阵•从 

c ik ^iCip k 7 屮 •_) —( 厶 j<f^ ， <p t ) — C^£(p*» 

与 

oo 

^<PJt 2 qP # )< Pn » 

1 

oa 

B •扒 _ S ( 5 •叭， 

由公式 (4.9) 以及 （4.10) 与 （4.11) 式，得 

ID 

— 2 ( Ai Pk ， 屮 》) ( 5 * 私， A) 

m 

— S 心 

1 

40 

#*• 1 
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于是乘积 C - BA 关于坐标架的矩阵元为 

_ S b im a »K* 

« ^ 1 

这与普通矩阵乘法的公式极相似. 

习 題 

1 •设 X 是内积空间， *, y € X 都是非零元，试 证明： 

( i ) 如果 X 与 y 正交，则 * 与 y 线性 无关； 

( ii ) * 与 y 正交的充要条件是对任意数*， 

||x + ay(| — II* — «y ||； 

(Ui ) * 与 y 正交的充要条件是对任意数《， 

(1* 十 ayfiXIxfl. 

2 •设是内积空间 X 中的正规正交集，则对任意 *, ，免X， 

2 ，*) 1 《 WWL 

n^\ 

S •设 P . KLi 是 Hilbert 空间 f / 中的正规正交集， 

«» *» 

* — 2 a -“， y 2 

_■ 1 * — 1 

试 证明： 

(*，，）*" 2 

■華 1 

a 右端级数绝对收敛. 

4 .设是可分 Hilbert 空间》的£规正交基， 证明： 任给 *, 

y ch , 

Cj ：^ y ) * 2 (龙，〜） ( y ，** V ， 

• * t 

且右端级数绝对收敛. 

5 •设 0 是 ！《• 中一个氐域.令 ^(O) 表示所有的 2 >上平方可积的 M 
值函数 K *) 按逐点加法和数乘形成的线性空间，设 

C /, f ) - ( t(r) 职“，当 S g^LKD\ 


试 证明： 按如上定义的内积是一个 Hilb « i 空间. 
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6 •证 明： i ， Cp 的 ) 不可能是内积空间. 

7•设是线性无关的，验证：按 Schmidt 正规正交法 (1.1) 得 
到的集 { v n } 是正规正交集. 

8•证明射影定理(定理 3.1) 中的唯一性. 

9. 设 W 是 H 的一个线性流形. 证明： 

(i) 是 H 的子 空间. 

( ii ) 丄. 

( iii ) 如果也是 H 的线性流形，使 c = 

10 . 试 证明： 按如下范数 

m ^ S «P |/(*)1，当 f 

是完备的线性赋范空间. 

11. 证明： 对任意 r € H ， 

M - *up |( jt , y )|. 

12 . 验证定理 3.3 中 的/是 H 上有界线性算子. 

13. 设 {〜} 二.是 Hilbert 空间 H 中一个正规正交集 1 如果对每个 

H ， 

wp - 2 1( 从）1*， 

■■I 

称是完备的* 

设 {/•}：-. 是 H 中的两个正规正交集，适合 

o & 

2 (K — u *< i . 

* •» 1 

试 证明： 1^}：-, 是完备的当且仅当是完备的. 

14. 设7•是从 Hilbert 空间圪到札的有界线性算子，证明，是从 

士到 K 的有界线性算子. 

! 5 -设 T 是 Hilbert 空间 H 上有界线性算子，试证明：若对一切 r € H ， 
R «( r *， jr > - 0 ,则 r + - 0 , 

1645 T 是 p 上的有界线性算子： 

T : * ■ (爸 1，€”•••， » ( Vi ， V 龙 ，•“ ，巧禱 ，••*)， 



2 ，*•• 


其中 


” •二 2 a ^ k ^ k 




又设 是 T 的伴随 算子： 

r *： x » d ， 老 2 , ••” 茗 •，… ~ CvT ^ ^ 2 ，“ _ ， ”?”••)， 

而且 

拉 《 2 a tk ^ k ^ » = 1? 2，.， 

i^x 

试 证明： 

« Ja ^ 〜■， 》， 皮 w 1，2,•“。 
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第三章 Banach 空间上的有界线性 

算子 


U 有界线性算子 

1°算子的范数 

在第一章 S 7我们引进了有界线性算子的概念.设 X ， Y 是线 
性赋范空间，以下记全体从 X 到 Y 的有界线性算子为 ^( X , Y ), 
而简£为设 O , 我们知道 d 的 
范数为 

M 卜二|々卜 -p,II^II 



诚如 L . Carding 所说： “事实证明，范数是一个强有力的工具, 
我们可以利用它干一大堆事情 .”（[1], 第112页） 

例1设 #) 是^ < 1上的连续函数，则 C[(M 
上的积分算子 

iAx^s) — | KOt 0x(,0 dt , x — jfO) € C[0, 1], 

的范数为 t 

Mil — sup ( I 尺 (“ 0\dt m 

»<X<1Jo 

事实上，令 

*1 

M _ sup \ KQs^}\^m 

o <s <i Jo 

I (^xoi < r \ k{s 7 o\ \xo)\df 
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故 


< Wlj 。 \K(s, 01 山， 


ll^ll 


sup |(^)(^)| 

0< X <1 

< IUII sup f \Kis^t)\dt 


< 


M | W 1. 


可见 Mil < M. 


x 


另一方面，山是 0 < f<i 上的连续函数，因此 


o 


有[0，1]上的点 f 0 ， 使 j。 I 尺 Oo， 0 \dt Af • + 

々 0(0 — sgn^o 。， o ①， o < / < 1. 


则匕 (0 是 [0, 1] 上模不超过1的可测函数，且 

|。尺0。，0々。(0山， jj^C^os 01山， 

根据 JIy 3 HH 定理，对任何5>0，有[0, 1] 上连续函数 K0, 使 
U(0l d, 且 

#»({/€ [0, l] ： x(e) 々 o(0}) < 在 . 


对任给 s > 0,令5 - b， 这里 C — sup |^(i,/)| ,由上述便 

2 C 


有；€(：[、0，1]使11列<1，且£会{/€[0, 1]況0 今 々0(0}的测 
度小于从而 

KO.,t)[KO-ko(01dt 

— KO 0 ,/)[J(0 — kMldt 
2CmE < 8 


® 记号* gn * 定义为 


tsn 


f«>， 


当 


0, 


1采/14，当 z ^ % 
这里 i, 分别表示*的共轭复数与*的換 • 
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于是 


i (^?) Oo)l 
- I k{s 09 

― OkMdt 

+ K(Jo, 0[x(t) — 々 0 (f)] 山 
Jd 

> |J[ |KU ， 0\dt 

— ( 尺 ( 知， f)[i(0 — kxiiO'idt 
Jo 

^ M 一 6. 

从而 

\\Ax\\ >M — b. 

因为 ll^ll ^ 1, 所以 \\ A \\> M - s . 而 s 是任意的，故 \\ A \] > 
M , 总之 ，Mil — M , 

命題 1.1 若5€义（尤，10，《是常数，则 
^ U , y ), 而且 

\\A^B\\^\\A\\^\\B\\ 

\\ aA \\ — ialll ^ ll . 

此外， IM 1 I — 0 当且仅当 j - o , 从而 y ( x , y ) 按算子范数是 
线性赋范空间. 

这里/ + B ， 是逐点定 义的： 

*■* Ax H- Bx 9 (^aA^x *— aQAx'), Vx € X, 

证由算子范数定义 

\\A -hB||- sup 11( j + BM\ 

lUIld 

^ sup (IIJjcII 十 115^11) 

Ixl^l 

^ sup 11^4*11 + sup \\Bx\\ 

i«l 應 i ixi^i 

— Mil -H PL 
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其它的由范数定义也不难证明. 

命 *1.2 设； C 是线性赋范空间， Y 是 Banach 空间，则 
^ ( X , Y ) 也是 Banach 空间. 

证 由命题1.1，只须证明 ^( X 9 Y ) 是完备的.设 { A n } H Z x 
是 /( X ， Y ) 中 Cauchy 序列，则对任何 x€ X,hk 

— A m x\] < \\A 9 — A m \\ |U|| 

可见 { A 9 x }% x 是 Y 中 Cauchy 序列.而 Y 是完备的，故有唯一 
的 y € Y ， 使现在定义 Ax - y . 因为线性陚范 

n 

空间的 Cauchy 序列是有界的（参见第一章习题 6), 故存在常数 
M > 0,使 MJ < M , »*= 1> 2，一.则 

\\Ax\\ — Hm\\A n x\\ < Km H^.ll ||x|| < M|W |， 

n n 

可见 7 U ， Y ). 又 

— ^11 *=* sup 11(乂 一 ^ V!l 

IIjtI -1 

— sup lim \\(A n — A m )x\\ 

D z I =1 ^ 

< lim sup \\CA a — ^ Ojc || 

0 j I =i 

^ lim )1^4^ — A m \\ 一 0, 当 n oo # 

m 

证毕. 

对于 Banach 空间 X ， ^ f ( X ) 不仅是 Banach 空间，而且是 
个代数(关于“代数”概念，参见 [17]， V .1.3). 因为对任何 A , B ^ 
200 ,可以如下定义乘法 

(jjB )x *=• Bjc )， 当 x 砭 X. 

容易证明 

命题 1.3 设 则 JSefiif ( X )， 且 

MB ||< M |||| B ||. 

特别，对任意自然数《 

M-II < Mil*, 
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定义 1*1 设 与 H 2 都是线性空间 x 上的范数，如果对 x 
中任意点列 { x m }% 19 IUJh -0 蕴含 lkJ | 2 -0, 则称范數 IHh 
强于 如果两个范数中任何 二个都 强于另 一个.则称它们是 

等价的范数. 

考察从 < x，jl • U 到 〈X，I1 • |! 2 > 的恒 等算子 /，则所谓 Hh 
强于实即/为连续算子.从而存在常数^>0,使 

11*1| 2 — ll / jf || 2 < M \ x \\ l9 Vjf € X # 

由此我们容易得到 

命腰 1.4 线性空 间;: 上的范数 || • 11,^11 - 1|:等价的充分必要条 
件是存在正数 r 2 使 

r , < 持 < r 2 ，当 ^ 0. 

IWii 

2°数学中的众多问题导致寻求 

Ax ^ y 

这样方程的解，这里/是从线性赋范空间; r 到 y 的线性算子.当 
j 是 单射的时候，如同在常微分方程论中常要讨论解的稳定性那 
样，我们还要问解 A -^ y 关于 y 是否连续？ 

命腰 L5 设 X , Y 都是线性陚范空间， AiX ^ Y 是线性映 
射.那么 W 是单射的，且定义在 RdA ^ 上的算子是连续的 
充分必要条件是存在常数讲>0使 11^(1 > mlklU 

证 先证充分性.显然/^_0蕴含； r _0， 故 W 是单射 
的.从而是定义在 RCA ) 上的线性映射.设 y_ 则 
X - A ~ l y . 由假设 jjyll > m \\ A ^ yh 足见/一 1 是有界的. 

条件还是必要的.否则，对每个自然数 〃，有 ~€尤，使 

p 

11^*11 < — ik»|{. 

n 

设 y * — 心•，贝0 

bm\\ < - M* l yJ* 

n 
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可见 4-’ 不是有界的，与假设是 连读的矛虐. 证毕. 

定理 U 设 X 为 Banach 空间， ^U )， 且 ||^|| < U 
则 /— J 是有界可逆的，且 

_ 

(/ - ^) -1 - S 

n = 0 


11(/ - 乂)1 < — 

这里/, f 是恒等算子. 

证从 ||^*|| < MU "* n — 1，2, 
为 Banach 空间，可知 


-Mil 

…， IM ||< 1 以及 ^f(x) 


A * *** / + A A 1 ••• 

n = 0 

按算子范数收敛，且其和在/( X )中.注意，对任意自然数 
(/ 一 〆）（/ + /f + . • • + A*) 

_(/ + /+ …+ A n Xf — /4) — / — 

而且 0. 令 oo ， 上式成为 

— (S An ) "■ (S Au ) (/ — ^) — /. 

由第一章习题 27, 可知 / 是有界可逆的，且 

» 

(/ 一 ^ 

^ 0 

从而 

11(/ - ^)-11 < ± Mil- - — 

•-。 1 一 Mil 

证毕. 

«2考察积分方程 

(1*0 /(^) — | o y)Ky)dy _ K *)， 


这里尺( X ， y ) 在 0< x，y < 1 上连续， C [0 5 1]. 


參 
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§1 进尊芋 

(3/)00 _ I 尺 O ， y)Ky) 办 ， f € C[0, ll* 

则 （ i . i ) 式可写成 ° 

(1.2) (，一 A)i — g. 

根据定理 l . i 及例1, 若 

Mil — sup r \ KCx , y)\dy < 1, 

o < t<1 Jn 

则方程 （1.2) 对任意 C [0,1] 都恰有一解 

w 

/=■(/ — J) - =* 5] A 9 g. 

I>=S 0 

— 般称上式右端的乏] 々 g 为 Neumann 级数. 

0 = 0 

m 

正如标量情形一样，可以证明 Banach 空间中的级数 


收敛(或发散），当 lim K 或 >0( 参见[7]，第322页）， 

n 

为此人们关心 的 极限. 

定理 1.2 对任何 ^( X ), 

lim r \f \ A 9 || =* inf %/^ A m (|. 

n n 

证 记 r 画 inf Vil^r •显然 VlU-l > r . 为此只须 
求证 ISi V " ||^"|| <, r m 

n 

根据下确界定义，任给 e >0,必有正整数 m , 使 

. VU M \\ < r + e . 

对任何自然数”，必有非负整数 kfhO < I < m ， 使》 —々 w + /• 
于是由命题 1.3 可得 

从而 
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< (r 十 MI+. 

注意^― ► 1, 丄 — 0,当 oo •故 

n n 

lim \f < r + s . 

n 

s 是任意的，即得所欲证不等式.证毕. 

例3设 KOf 0在上连续，对 C [«, 6] 上 
的 Voherra 积分算子 

(Vx)O) *= j K(s t OxiOd^x — 0 f(O 6 C[a 9 ^], 

令声 _« max I A ：( j ，01 ，贝 1 J 

1(^X0! < j* |KO, 01 >C0l 由 
. < f ^\\ x \\0 — a) m 

Kv 2 xXs)\ < s \K0, OIIC^XOI^ 

J m 

C s 

^ fi • ^||x||( / — a^)dt 

J • 

21 

一 般地 

KF^XOI < ( n )' lf 2 ，.". 

«! 

从而 

|| F l , a :|| - max |( F ^)( i)I 

A < s<b 

<，IWI L :々 ， n ㈣ 1，2，.". 

n \ 

故 

n 喊 1,2,"、 

因为 m Jn \ — 00,故 
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lim %/|1^*11 

n 

命 *1.6 对有界可逆的 ST(X)， 其逆， 1 是 3 的连续 
函数.而且 父 OO 中全体有界可逆元形成一个开集. 

证 设 W(X) 是有界可逆的，从 

A ^ A % — ( 』• 一 A) *■ A % [1 — Ao%A t — J)] 

及习题5可知，当 \\ A 9 - A \\ 充分小时，3也是有界可逆的 ，且 
A~ l = [i — «:乂一 A ^ V l A ^ 


oo 

- + 2 t^o l U. - A^YA~,\ 

w=l 


因为当 1M。 一 充分小时， [\ A ^ XA ,- A )\\ < 1,根据定理1.1， 
i 一 A } 有界可逆，且上式右端级数收敛.于是 

M _l — 處 Ml 


m 


< 2 11 為_乂為一 ^)li*ll^ I ll 


n 


^ \\ A ^ l jA % — ^)il MoMl 

1 一 Mo — ^4 )li 


< 


iMoMl 2 


M* — 胤 


1 一 \\ Ao l \\\\ A ,- A \\ 

由此可见是3的连续 函数. 证毕 • 

从上面的论述可见，范数11 • 11起到绝对值的作用，许多标量 


级数的结果大都可以推广到 Banach 空间 ^( X ) 的 情况. 但也 
不总如此，例如，对标量级数有命题：无条‘件收敛①当且仅当绝对 
收敛.但在无穷维空间，这命题是不成立的.已有人证明，这一命 


题的成立正是空间为有限维的特征.（见 U6I) 


§ 2 Hahn-Ban ach 定理 
1 °扩张定理 

£. Schmidt 在 1908年曾考察 Hilbert 空间/ 2 中无穷维线 

①祈谓级数尤杀件收敛是指任窻改变求和頫序，级数郤收敛于 N —值， 
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性方程组 

( 2 . 1 ) («., x) ^ c m9 » — 

这里{%}、是/ 2 中任意的一串线性无关的向量，而 
一串复数. 

例1若有常数 m > o , 使对任意自然数 I •及数 列 { i k y k ^ 

都有 


( 2 . 2 ) 


2 V *| < ^ ||2 X k a k 


则无穷维线性方程组 （2.1) 确有一解. 

设由张成的子空间为定义 

/(«*) ** C k y 々《 1 ， 2 ,…， 

一般地 


由假设 






it - t 

、 Jk=i / i 


n 

^ w|| S ^k a k 
11 *= 1 



故 f 可扩张成 Hilbert 空间 > 上的有界线性泛函.很据 
het-Riesz 表现定理，存在〜使 


/ O ) _ O , 4)，当 x € 

于是 

{a k9 xj — f{a k ) — c k „ 々一 1 ， 2 ，“、 

即 x , 是方程组 （2.1) 的一个解. 

后来， F. Riesz 研究 L^(/)Cl <P<oo f I 是单位区间）上 
的无穷维线性方程组 
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j/00 幻 0)h o，i ~ •••, 

这里 g^LKO{j + ~ =- i) 是线性无关的，试图寻求满足上述 

方程组的 f^LKl\ 他在类似于 (2.2 ) 的条件下证明方程组确有 
— 解 . 

设五是由张成的 PU) 的子空间，又设线性泛 函/使 

/ igi) — Ci9 1 — 1 ， 2 ，"、 

正是 E. Helly 在 1912 年首先看出在类似 (2.2) 的条件下， f 可以 
扩张成整个 L*(/) 上的有界线性泛函 . 从而存在 f€L ， ⑴便 

Ci ^ Kgj) — j, — 1,2,-*-. 

( 参见 § 4 中定理 4.4) # 当时， Helly 还是就一般賦范的序列空间， 
而不只是对特殊的 " ，或 Cla f b] 来研究的 * 其后 ， Hahn 
在 1927 年又回到 Helly 的工作，使用超穷归纳法解决了一般 
Banach 空间上有界线性泛函的扩张问题 . 

定理 2.1(Banach 扩张定理， 1929) 设 /(>) 是实线性空间 
X 中线性流形 G 上的实线性泛函，如果 

(1) 有 X 上的实值泛函 PO )， 使 

, PO + >)< PO ) 十 pCy )， 

P (以） — 印 C *) ，当 £ > o . 

(2) 当 

则存在 X 上的实线性泛函 FOO ， 使 

FO ) —^ »，当： 

且 

F 0 O < K 太)，当 

证若 G _ X ，定理是显然的，下面假定 G 写 X• 设 x % € X\ 
G , 考虑如下形式的点集 

+ 是实数， x€G}. 

它是包含 A 与 G 的最小线性 流形 . 先往证在^上存在实线性 


* J02 * 




泛函 F . OO , 使 

F'(x ) 窗 f(.r), 当 r 谷 G ， 

(2.3) FX ^ < P (^, 当 

设 F t M - r # (待定）.根据对 P , 的要求，必须 

4- x ) — IFXxo ^) + f 00 < p ( ljp e + x ) 

当 i € R , x € G . 

因此 

(2.4) Xr t ^ p(Xx, 十 x) —" fOO 

对一切 1 尹 o , x€G 都成立.以下分两种情况来讨论_ 
当 A > 0， 


当 ICO , 


r , < 丄 [ pClx 6 + x ) — fOO ] 
I 



— Kh + 〆 ）一 K〆 ）， X € G. 


r „ > -- [ K 又 A + x ) — fO )] 

X 

■ l f l p ( it ] + ii ] *) _/ (] ii x ). 

_■ — [ p (—尤 0 + 〆 '） 一 /(/’）]， 〆 '€<?• 

总之，条件 (2.4) 相当于 

(2.5) —?(—々 + 〆 '）+ K〆 ’) < *% < p ( x 0 + x ') — Kx ^) 9 

V〆 ， 

要想这样的 r # 存在必须且只须 （2.5) 式右端恒不小于左端•即 

/(*') + K〆’） < Ka + jO + K—a + 〆 '）， 

Vr' ， x " 专 G. 

由假设 （1) 与 (2)， 

/(〆）+ /(〆' ）一 /(/ + 〆'）< p{x + x f， ) 

*™ P(4f。+ 太十 ( 一 ： a ) + JT") 
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< 〆 〜+ 〆 ）+ P ( — r , + r ")， 


由此可见 （2.5) 式右端确实恒不小于左端.兹令 

SUp [— 〆 一：!：，+ 〆 '）+ /( 〆 ')]<>% 


< inf [p{x 9 + jt") 一 /(〆）]• 

r f G 

由如此 ~ 所确定的线性泛函 F . M 显然满足 （2.3). 

考察实线性泛函 sOO, 其定义域记作 您 U ). 如果 

Gcr ^(^), 

且 

《 O ) — f ( x ), 当； T € G ， 


《 OXPO ), 当以逆（《）， 

则称 g 为 f 的扩 张. 设 f 的所有扩张的集合为规定#中的序 
如下： 若仏，心 e , 且逻 O ,) o^(《 2 ) f &0 O - 办 00,当 
: r € 逆 （ L ), 则 g '< g t . 于是/是非空的部分有序集.对，中任 
何完全有序子集 麥' 可以作出实线性泛函 AGO , 使 


^( A )- \J 级（疗）， 

•贫 （太），当 x € ^(^), je € ^ , 

则且对一切^义，都有 g < k ， 即 A 是叉的上界.根 
据 Zorn 引理，/中有极大元当然 F 是 f 的扩张.如果 
逻 （ F ) 与 X ,则如前面第一部分的证明， F 可以再扩张，这与 F 的 
极大性矛盾.于是^是 X 上实线性泛函，容易验证 F 即为所求者. 
证毕， 

上述定理本质上是实的，在它出现十来年后才有下面复的扩 
张定理. 

定理 2.2 ( Bohnenoiust - Sobczyk , 1938) 设 /(>) 是复线性 
空间 X 之线性流形 G 上的线性泛函.如果 
(1) 有 X 上实值泛函 PO ), 使 

P{x + y) < PO) + Ky )， 
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p(ojc) |ce| PC*) > Vo € C # 
(2) 1/0)1 < POO, 当 
则存在 X 上线性泛函 FOO, 使 

FOO 当 

且 

IFOOI <K *), 当 

证设 K*) 的实部为 Ux) f 虚部为 UQx \ 
即 

㈤ 一+[/00 + 涵， 

2 


fiM - i, UM - /WL 

2 t 


则 

fOO 麵 八 O) + 40 )， 

而且 AGO, fzM 都是 G 上的实线性泛函.注意 /o ) 是复线性 
空间上线性泛函，因此 

虞 •[ 人 O) + «/ 2 (^)] — if 00 


— Kix ) 


— /,(ix) -h i/ 2 (ix) t X €G m 

比较两端的实部，便有 

f 乂 ix ) • — f 2 0), x € G m 

从而 


fM — /,U) — tfXix') f x € G. 

这说明 f 可以由其实部唯一确定. 

因为复线性空间也可以看作实线性空间，故/,可视为实线性 
流形 G 上的实线性泛函，而且 


/,(*) < 1/0)1 <PO)， 当： t €G* 
由定理 2.1 可以扩张成线性空间 X上的实线性泛 






厂，且 


K>) — 1 M>)， 当 X € G， 


• 10 % • 





令 

FOO — F 乂 x ) — x € X . 

显然， FO + y ) « FO ) + FCy ); 当 （ 是实数时， 

FOX ') - tFixX 
又 

FCir) =■ F t (^) 一 iPX — 无 ) 

i/^OO 十 iF . 

故 FOO 是复线性空间 X 上线性泛函. 

当 x € G ， 也有 txeG , 从而 

Fix') - F t M — iFXix} 

=厂 O ) — ifiiix ) 

_ ifO ). 

当如果 FU ) 户0，令0 « argFO )， 则 

| FU)i - FOO〆 一 FO 一〜） 

*= ReF (^ _, e x ) 
ra F 1 (^ -,6， x ) 

< «- po ). 

如果 FOO _ o , 不等式显然成立.证毕. 

定理 2.3 ( Halm - Banach , 1927) 对于线性赋范空间 X 之线 

性流形 G 上的连续线性泛函/00，恒有尤上的连续线性泛函 
尸⑷，使 

(1) FM - / U ), 当 r € G , 

(2) iiFii — ii/iIg, 

这里 I 洲 c 表示/作为 G 上连续线性泛函的范数,下同. 

证令 

PO ) ■— 11/ ilclWI ，当 x € x . 

不难验证满足定理 2.2 的条件，于是存在 X 上线性泛函 F 00, 
使 

jPOO _ fO )， 当以 G ， 

且 

lFO)l < PC *) — imwi ， 当 h x . 
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因此 F 是 X 上有界线性泛函，而且 

\\F\\ < II/L. 

但 F 是 f 的扩张，因而2?的范数不会小于 f 的范数，即 IIFII > 
ll/ilc. 总之 

IIFII - \\ f \\ G . 


证毕. 

Hahn-Banach 定理的重要性首先在于下面的几个重要推论. 


例如，我们有 


命题 2.1 设 X是线性赋范空间，任给非零的 x,€X, 总存在 
X上的 连续线 性泛函厂满足 

(1) !|fli — 1, 

(2) f(x,) ― |UJ|. 

证取 G =- { ax 9 ：ce 6 C }, 定义 

f t (ax^) — 1 a||xj|, a € C, 

则 G 是 X 中线性流形，是 G 上连续线性泛函，且 H/Jlc- U 
AOO-lkll. 根据定理 2.3 可见命题为真.证毕. 

这个命题说明在非零的线性赋范空间上，总存在非零的连续 
线性泛函.但是对一般的线性距离空间，这可不一定成立.试看 
第一章§ 8中例4所说的空间订 0,1]. 

例 2 5[0, 1] 上没有非零的连续线性泛函. 

假设5[0,1]上存在非零的连续线性泛函〆，则存在非零元 

*“》s[o，i]， 使 取 


« i . C 0 


I 


〖0),当，€ 


-(0 — 


I' 


0 , 


全)， 


当 K 


当 r € 




W， 当 z € 


f 
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则*〜 €5[ G ，1], 而且 ^ - jr n + x li# 于是 

X ' OJ _ /( X u ) + Jt '0| 2 ). 

可见 /( x u ), i - 1，2,中必有一个非零，记满足 /( 心）爹0的某 
个〜为 x lB 如此继续下去，将有一串 { x m }% t CZS [ 0 9 1], ® 
a m ^ x ( x 9 ) 0,而且 

€ [0， l ]： x n ( f ) 0} 

包含在一个长度不大于 2*- 的区间/„中.令 y m O ) - i x 9 ( 0 , 

«• 

则 y _€ S [ c , i ], 且 

^Cy.p o)—( — I y ^ t ~； N :山 

J。 1 + \y m O)\ 

— f 丨 ’”⑴ 1 — dt 

丨 + iy.COi 

( m(/J 

< 2 ► 0，当 oo . 

但是 

〆 （>•)— 丄 x \ x n ) — 1, » — 1,2, • • •• 

这与 〆 的连续性矛盾. 

命睡 2.2 设； f 是线性陚范 空间， S 是 A ： 的子 空间， x ^ E . 
则存在 X 上有界线性泛函 f 满足 
(0 fO ) - 0,当 r €£， 

(2) KxJ — 1, 

( 3 ) 1(/11 - ifd, 

这里 ^^dtst(jr 9 , E)>0. 

证 取 G — { oex 0 H - x：ot € C , r € £} ,定义 

fi (0£ X . I X ) ™* 06 y 当 (XX ^ + r € G . 

易见 G 是 X 中包含 E 的线性流形，是 G 上线性泛函 • 注证 A 是 
有界的，且_ 1/尤 

首先，对任意的 ^ 9 +： c € G ， 只要 a ^0 f 
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故 



4 - Af)I — |oc| < \\ax t + 

d 

当《==0时，上述不等式显然成立.由此可知， A 是有界的，且 

!!/,L< Ud. 

另一方面，任给 e > 0,存在： r , €五使 

Ik. — x]\ < ^ -+- 6, 

于是，对任意的«€ G , 

l|ax t 一 ax x 11 一 W iU. — x,l| < \a\{d + s), 

故 

\f{ax t — ax,)] — \cc\ >- ； - \\cfX 9 — ^,|| # 

d-t s 

从而 

d + B 

是任意的，故 ll/illc ^ ~ . 总之， ll/illc — 1 /A 

d 

最后，对 G , U 应用定理 2.3 便知命题 为真. 证毕 • 

命腰 2.3 设 M 是线性赋范空间 X 中线性流形， ；€ X , 则 
:对 X 上任何连续线性泛函/， 

fO ) ~ 0 ， Vjf € M , 蕴含 Kx .) — 0. 

证这是命题 2.2 的直接推论. 

推论设 S 是线性赋范空间 X 的子集，贝 ！I 
^可以用 S 中向量的线性组合来逼近对 X 上任何连续 
线性泛函 f ， Kx ) — 0, Vx ^ S 9 蕴含 /(^,) — 0. 

证只须取命题 2.3 中 M 为 S 中元张成的线性流形即可. 
疋是鉴 于这个推论，人们才说 Haha - iJaa ^ pli 定理是处理某些 
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逼近问题之经典方法的基础. 

命题 2.4 设/是 Banach 空间X的有限维子空间，则有X 
的子空间/，使 

x « 且 — {o}. 

证设^是》维子空间，其基底为 &,•••,&. 假定删去 
Xj 后由 X ,, • * * » x t _ l9 Xj + 1> • * * fX m 张成的子空间为 ^ j , i ^ 1 , 
•••,». 根据命题 2.2 存在 X上的有界线性泛函 < 使 


考察算子 



1，当卜/ 

0，当 



n 

戶 00 — 2 ZOOa ， x € x 9 
i =1 

易证 P 是 X 上连续线性算子，且 P 的值域 RiP ^- 显然 


n 

^(PC^r)) — 2 x;OX( 々） M wo). 

i -1 

故对任何 Xy 


n 

尸 oo _ p ( pu ))- S 

*= 1 


@ S x ^ x% > x k — 

1 

设 

JT - N(iP')Mx€ X: 尸 GO _ 0 }， 

易证 y 是 A ： 的子空间. 

设：€ ifH ， \k 应有某个 y € X , 使 X ， PCy ). 

又从： c €^, 得 

0 — PCx ) ，/ > ( P Cy) ) *» P(y) ** x 
故 - {0}. 

现在，对任给的 x € X ， 总有 

x _ 尸 0 〕十 [jr 一 P C^J* 

•UQf 




4^ 

， p O ) , X 一 

PW , 则 

: y 

X\ ^ f 而 


P ^ Xi ) - 

■ P (jx) — 

戶 2 0) 0, 

故 a 

总之 




X 

=+ 


证毕. 





像命题 2.4 中的两个子空间 I 与/称为拓 扑互补 的子空 
间.把一个空间分解成拓扑互补的子空间，这件事在算子的研究 
上是重 要的. 可惜对于一般（甚至可以说相当多的） Banach 空 

间，不能关于它的任何子空间都存在与之拓扑互补的子空间.事 
实上， F . J - Murray 在1937年就已证明甚至在(或 ")（ p 〜 

2) 这样好的空间中都存在子空间，没有与之拓扑互补的子空间(参 
见 [34]). 但对于 Hilbert 空间//, &为有所谓的射影定理，情 
形就好得多.对于 H 的任何子空间 j ，/ 1 正是与/拓扑互 
补的子 空间. 很有意思， J. Lindenstrauss 和 Tzafriri 证明 
在任何不与 Hilbert 空间拓扑同构的 Banach 空间中都存在子空 
间，没有与之拓扑互补的子 空间. （参见[3 2 ]) 

下面我们来谈谈 Hahn-Banach 定理的几何解释. 

对三维空间上的线性泛函 

/(jc, y, z) M ax + fey cz , 

点集彳 O ， y ， y , z ) — d (常数 ）} 正是三维空间中的一 
个平面.所以对一般无穷维的 Banach 空间 X 上的连续线性泛函 
/ W , 人们也就称点集 


为 X 中的 a 平面，这里 r 是常数.设 Af 是 X 中线性流形， 

M ， 我们称点集 X 。+ x ： x ^ M } 为 X 中的线 性簇. 

下面的命题对于三维空间看上去是明显的. 

走理 14 (Hahn^Banach 定理的几何形式）设 X 是线性 

賦范空间，若 X 中的线性簇£与开球 K 不相交，则有超平面//包含 
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发 而且与 K 不相 交 . 

证 不妨设 K - U :| U || < 1}. g_ x 6 + M，M 是线性流 
形， x q KM . 则应是 X 的子空间.由假设 Z 与 K 不相交，故对任 
意 x € M ^ 十太11>1,于是5会 dist { x 。， M ) ^ 1. 根据命题 
2.2,存在 X 上线性泛函 f , 使 

(1) fix') 處 • 0 ，当以 M, 

(2) f(x 0 ) — 1, 

(3) ||/|| - l/S< 1. 

定义 超平面 "为 

H - {尤€ X : fO ) — 1}， 

则对任意： £，有 J ： — jr n + A , Xt € M % 于是 

fOO — f(x 0 ) + Kx x ) — 1, 

所以 gCH . 又当时，•故 

|/ Wl < ll/lllkll < i . 

可见 x ^ H . 证毕. 

反之，从上述之 Hahn-Banach 定理的几何形式也能推出 
Hahn-Banach 定理的解折形式，即定理 2.3* 

假定定理 2.4 成立.对任给的线性流形 G 及其上的非 零连续 
线 性泛函 /0 O , 令 

犮一€ G ：/( ar ) — 1}, 

K ^ { x € X ：|| x || < 

这里 l/||/|| c . 

设穿，则 /( 无 0)— U 令 M — Kerf 旮{太 € G:fO) _ 0}. 

则 f - ro-h 即 S 是线性簇. K 是开球，如果 《，则 

1 _ IKOl < ll/llclklU 

故 11*11 > 所以 gnK^ 0. 

根据定理 2.4, 应有超平面 

// — {x€ X:FC^ — c} 

使 
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且 Hf]K =• 0. 

因 HDK - 0,可知 r 关 0. 不失一般性，可设 1. 否则以 


- F 代替 F 即可. 因为 gCH , 从 fW - 1恒有 FO ) 一 1,可 
c 

知 FOO 是的扩张，事实上，如果 x € G , fOO_a — 0, 
则 ^(~~) "" !，从而 $ O — 1，故 FOO — «. 若 K «) — 0, 


因取定知6£，故 
于是 


Kx -h x 0 ) — /(x 0 ) — 1 # 
FQx H - x Q ) — F ^ Xq ) — 1. 


故 F («) — 0. 

从 hhk - 

使 1F0O1 > 1. 


0，可知 Kd ^ ilFOO 丨< 1}. 否则，有 K 


令 JC 2 


尸00 


，则 *2 € K ，且 F ( x ,) _ 1，即 


x 2 € Hf ) K 9 矛盾.总之 


据此 

即 


{ x ：\\ x \\ < p } c ={::| F 00| < 1}- 
supJFM \< l . 


am〆 1 . 

从而 

I ㈣- sup |F(,)l<-J--ll/IU. 

另一方面，已证 F 是 / 的扩张，故 IH > ||/ tlG . 总之 ， UHI _ 

ll / ll C . 


这就证明了 Haha - Banach 定理. 


2°分离定理 


定义 2.1 对线性空间 X 中的集合 M 

0) 若对： C , y € M , 0<«<1,总有0^十（1_«0>€鉍, 
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则称 M 是凸的， 

( ii ) 若 x € M ， Ul <1，总有则称 il/ 是平衡的. 
(iiO 若对任意 x € X f 总有 s > 0,使当 0<| o£|<e 时, 
则称 A / 是吸收的. 

对任给的半范数 po ) (参 a 第一章§ 8)，点集 { x ： pm < 
r}(r >0) 便是凸集.这正是凸集与泛函分析密切联系的一个原 
因.事实上，许多分析问题可化归为凸集之几何学的研究.下面 
我们还将从一个凸集导致一种重要的半范数. 

定义 2.2 设 K 是线性空间 A： 中凸的、吸收的集合，则 

PjcOO — inf{of:a 〉0， aT x x € K } 

称为 K 的 Minkowski 泛函，它与第一章 §8 中所说的半范数槪 
念密切相关. 

命题么5线性空间 X中凸的、平衡的、吸收的点集 K 的 Min¬ 
kowski 泛函 p K 00 是X上的半范数. 

证由 Minkowski 泛函定义，对任给的 s > 0,有 

0 < a, < (x) + e ，使 a~ l x € K 9 

0 < % <： p K (_y) + e， 使 a, l y € X. 

由 K 的凸性， 



即 （ OC : + oc,) _1 (x + y ) € K . 由 的定义， 

PkCx 十 yX a* + oc，< pxOO + pjc(y) + 2e. 

令 s — 0 ，则 

Pk{x + y) < p K M -f p K (y). 
设又_0，：€；^若《；>0， € K t 由尺是平衡的, 


从而 


Uk 


lx 


X 


l 


K 9 


Pjc (又： X U 

关于这样的 《 取下确界，根据 Minkowski 泛函定义便有 


I 


• 川 • 


i 



p K ( lx )< \1\ Pk (*\ 


取代人上式后， 再取卜 i ， 则 


即 


Pk Cy) ^ 


px (/* y)t 


A * 


Pjc(^y) ^ I p Ipx(y)* 


总之 

Pk (^) — UlhOO . 

易证 /> jt (0) — 0. 故当 X =- 0 时，等式亦成立.证毕. 

命睡 2*6 若只假设命题 2.5 中尺是凸的，吸收的，则 p K ( je ) 
是次可加的，且 


内 C (又尤）_ APkO )， 当义 > o . 

tt 次可加性证明与命题 2-5 —样. 若于《 > 0, € K. 

则对；1>0， ^ 

( 又 ct) 一 1 又 jc ot~ l x € K t 

可知 

PkC ^ x ^) ^ 

从而由 Minkowski 泛函定义有 

Pjc (又 *0 < 又 PjcOO . 

像命題 2.5 —样 ，我们也可从 此式得 


PjcOO < + PkC^X 


总之 


PkC ^ x ) =- 

易证 ^ jc ( O ) 0. 故当 A = 0时，等式亦真.证毕 * 

定义 2.3 设/ 00是实线性距离空间 X 上连续线 fe 泛函 # 
是 X 中子集.若有实数 r , 使 


/O) >1% 当 £， 
/00<，，当 x€F, 
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则称超平面 w - { x ^ X ： Kx ^) - r ) 分离右与 P . 

这样,前述的 Hahn-Banach 定理的几何形式实际上就是说那 
里的《分离？与尺，所以也是一种分离定理.历史上， Minkowski 
远在 1911 年就对〃维空间证明其中的有界凸闭集的每个边界点 
处都有一个承托平面（即凸集在这平面的 一侧） S. Mazur 在 1933 
年首先想到把 Minkowski 这个关于有限维空间中凸闭集的分离 
定理推广到无穷维的线性赋范空间.此外，他还从几何的观点来 
陈述 Hahn-Banach 定理，并且得到下列重要结果（参见 [24], 
JVIII. 2). 

定理 2.S (Mazur, 1933) 设 M 是实线性赋范空间 X 中的凸 
闭集.若 0€ M ，而 x 0 ^ M 9 则存在 X 上连续实线性泛函 f ， 使 
(2.6) Kx 0 )> l , 而 /00<1，当以 M . 

证 设5 — dist ( x 0 , M )， 因 A / 是闭的，所以 d > 

0•令 

U - X ： l | x || < 5/3}, 

则汉是0的平衡的、吸收的凸邻域，且 • 

(M + r ) no tt + co - 0. 

这里， Af-f t / A { x - h y ： x ^ M , 易见是凸的，吸 

收的，其闭包尺仍是凸的、吸收的闭集，且令 

/>00 — PjcW , x € X . 

往证 pOO 在 * 0处连续 • 显然 p ( o )^= o , 又任给 s > 0，取 
p — e 5/3. 当 || x || < ( t >, 

lle'^H < e" l p — 5/3. 

• -V 

可见 •-尺 .故 

, ■ 1 ■ 

0 < pix) — p K (x) < e. 

这表明 P 在* =0 处 连续. 

根据 Minkowski 泛函定义有 

pO )< l ， 当 > 1. 

第 一个不等式是显然的，往证第二个不等式 .若 K &) < 1， 则有 
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i ， 使因 0€ K , 宁是 

x 0 ^ a • oT l JCo + (l 一 «)0 € K f 
矛盾.若 pO ,)_ 1，则对任意自然数 《, 存在 

i < 1 十丄， 

n 

使 a .~ l x 0 € K . 因 K 是闭的，故 x 。 _ \ iman l x Q € K 9 又产生矛盾. 

R 

所以只可能 Pix 0 ) > 1. 

取 { yUoU € R }， 令 fiClx Q ) — #(:•) •则六是 G 上实 
线性泛函，当;1>0时，由命题 2.6, 

— 乂 Ka ) 一 

当又 CO 时， 

Uilx % ) ―义 /<*•) < 0 < p (又 

总之， 

/ iOO < pOO , 当 

再根据命题 2.6 和定理 2.1, 存在义上实线性泛函使 

/ O ) =** fi ( flp ) * 当 r € G ， 

/0)< POO , 当 

于是 

Kx 0 ) = AO。）_ pix a ) > i. 

注意 MCIK ， 故 

/0O< / >00 < 1 ，当 M. 

最后证明 f 是连续的线性泛函.因 / CO < pOO ， h € X ，故 

一 fOO 一 /(— jf ) < 浐（一尤），从而 

— p ( — x ) ^ iOO ^ p (尤) • 

由 pOO 在^ == 0处连续，可知 fOO 在 T = 0处 连续. 根据第 
一章§ 7中定理 7.1, /是连续的线性泛函，证毕 

注意，定理 2.5 中 （2.6) 式是 f ( x 0 ) > 1 # 一般把（2. 6 )说成超 
平面 H — { x € X :/0 O 一 1} 将知与 M 严格分 离.定理 2 .5是 
关于严格分离性较早的 研究. 此外•它的证明也是典型的* 
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在 Mazur 之后又有下列更详尽的分离定理.（我们且只叙 
述，但不予证明，详情可参见 [36], §5. 1.) 

定理 2.6 ( M . Eidelheit , 1936) 设 d 和 B 是局部凸线性拓 
扑空间 X 中不相交凸集. 

0) 如果/ 是开的，则它们可被一超平面分离. 

( ii ) 如果都是开的，它们可被一超平面严格分离. 

( iii ) 如果/是紧的， S 是闭的，它们可被一》平面严格分离. 
这些分离定理在理论上不只是对偶理论的基础，一些重要结 

果， 诸如 Krein - Milman 定理，重极定理等等的证明都有赖于它 
n . 此外，它们在凸分析及数理经济学中也有许多应用. 

定义 2.4 设 M 是 Banach 空间 A ■中的点集.如果存在 M 中 
序列对 A ： 上任何连续线性泛函/，都有 

n 

则必有我们称 M 为弱序列闭的. 

定理 2.7 Banach 空间中每个凸闭集都是弱序列闭的. 

证 假若不然，存在 Banach 空间中凸闭集 M ， 及€ X 
和 Af 中序列 { x .}% 19 对 X 上任何连缤线性泛函/,都有 

— /(*•)» 


但是 m 

不失一般性，可设 OG M . 根据定理2.5,存在 X 上连续 实线性 
泛函使 

/0。）> U 1,当 

令 

AO) « /0O — *7(ii) ， x€X. 

如定理 2.2 —样可以证明， A 是 X 上连续线性泛函.于是 

n 

进而 IimRe /心,） 一 ReAO Q ). 但是 

n 

Re^Caf.) — f(x m ) < i, Re/j(^ 0 ) — f(x 0 ) > 1, 




118 • 





矛盾.证毕. 

以后我们将引进一般的弱拓扑，同样的方法可以证明 

Banach 空间中每个凸闭集都是弱闭的. 

这是 Mazur 定理的一个很重要的推论. 

§ 3 Baire 纲推理 

命题 3.1 设 x ， y 都是线性赋范空间，则线性算子 — 
Y 是有界的充分必要条件是 T ^{ y € Yz \\ y \\< 1} 的内部为非空 

集. 

证若 T ~ l { y € Y :\\ y \\ < 1} 含有小球 

U 雄 {x ^ Xz ||r — r 0 || C s }, 

对于 x € X , i | x || < s ，显然 x x 0 € U m 认而 

||!Trjj < |] T (^ -h x Q )\\ + \\Tx 0 \\ < 1 4- lirx fl ||. 

对任何 x ^ X 9 x ^ 0, j —x < 6, 于是 

T (rrii < 1 + 

\2jWl / 

即 

\\Tx\\<~ 2 - (l-f-|!T^ 0 ||)Mi. 

6 

这表明 T 是有界的.至于必要性的证明是容易的.证毕. 

正如这个命题所表明的，人们对于内部不空的点集发生兴趣. 
定义 3.1 设 X 是距离空间， SCX ， 如果 S 的内部是空集, 

则称 S 无处稠密. 

如果 *5 是无处稠密的，则 S 不在; f 中任何球内稠密. 

m 

定义 3.2 在距离空间 X 中，若 E - U 每个 心 都无处 

» = 1 

稠密，则称 E 为第一纲点集，非第 一纲点集称为 第二纲点集. 

定理 3.1 ( Baire 纲定理， 1899) 完备的距离空间 X 必是第 

» U 9 • 



二纲的 . 


证否则 ， (J 5_ ，每个 \ 都无处稠密 . 因为 5 1 无处 

1 

稠密，必有 Jfi 从而有小球 A — < rj , 使 

U.DS, - 0. 

由于 & 无处稠密，在 A 中必有 x 2 ^S t . 从而 有以巧 为心小球 
%, 使 RCA 旦 f/ 2 n 皂 一 0. 自然可设 t/ 2 的半径 r 2 小于 
1/2. 如此继续下去，应有以 A 为心小球 W ， 傳 

u m <ru m ^ u u 9 ds m ^ a 9 

且 R 的半径。小于 ^ 于是当 m>«, 〜 € 匕，故 

dOc K ， 0< l / 产 . 

这说明 {xj%, 是 A ： 中的 Cauchy 序列 . 从 A ： 的完备性，应有 
x u ^x ^ X, 注意〜 €t /«, 当 m > ft . 于是 J ： € L^ClC/y 故 

m 

xh,S n ^ lf »— 2 ， 3 ,.... 这和 x — (J 5 W 矛盾 . 证毕 • 

1 

例 1 在 / _ [0,1] 上存在处处连续但处处不可微的函数 . 

设五是所有周期为 1 的连续函数组成的集合.易见按范数 

11/11 — max 1/(01* / € £, 

0<#<1 

E 构成完备线性陚范空间.令 

N. — {/ € £:有一点 x € / ,使 

二⑵ VA>ol. 

h * 

显然每个 E, 只要在一点可微，便一定在某个中.以下来 
证明 

( 一）〜，是 £ 中闭集 . 

设 k- 丨， 2,—. R 在 [0 ， 1] 上一-致地趋 

于 f». 按的定义，应有巧 € /，使 
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(3.1) 十 ■ 』 ■ ) ■ 「 」 〆 ■ “) < «, VA > 0. 

h 

注意 {^>7- i 有收敛子序列，不妨设巧-^。，当 ^—00, m x, 
€/. 现在对任意 A >0, 

1/^(^ + A) — UCx Q + h)\ 

< |/<0* + A) — f 0 Cx k -f A)| 

+ l / oO * + A ) — + A )|. 

据此和 {f K }U 的一致收敛性可见在 （3.1) 式中令 々— oo , 可得 

/。(巧 + A) — AC^qL < VA > 0, 

h 


» /o € N 99 

(二）无处稠密. 

否则，有球尺 {/：!!/ -/oil < s}czN n . 显然我们可以找到 
一个折线函数 （ POO , 使得 

\\<P — /oil — max | gpO) 一 fo(jO 丨 < s , 


而且 < P 之每段斜率的绝对值都大于 


矛盾. 


于是尺，但 <p 


总之， U 是第一 纲的. 而根据 Baire 纲定理，£是第二 
1 

纲的.故必有 E, 但</»不在任何 iV ■中， 显然 这个少 便是处 
处连续且处处不可微的函数. 

定理 3.2 (—致有界腰理或共鸣定理 ， 1927) 设 X 是 Banach 
空间， Y 是线性赋范空间，{7\}是 父{X, Y ) 中的一族 元素， 
若 

(3.2) sup||r r x|| < 00 ,当 x 妥 X. 

r 

则 


sup||T r [| < oo # 

r 

证设 € X ： sup||T r jf|| < n}, n-=\ % 2, …. 则由 （ 3-2) 

r ’ 


• 121 


•L 


式可知， X- U 由于每个 t t 都连续，故每个 s„ 都是闭 

f* 1 


的.根据定理 3.1, X是第二纲的，所以必定有某个心不是无处 
稠密的，即心内部不是空集.从而存在 


设 iWl < s 


u — {xl\\x — x 0 || < e}dS Nt) 

则 jc + xo € L7 » 于是 x 十〜， S > j 9 从而对任何 


即 


iir^n < \\ T r {x + x.)|| -h \\ t t x 9 \\^ 2 n . 

■ 


设尤€义，怎与0,则 


2|k|| 


< s, 故 



< 2 N f 


||T r x|| ^ —况 1WU 

£ 

当 x_o, 上述不等式显然成立.总之 

|lr r x|l <-i N \\ x\\ f V^r€X # 

8 

所以,对任何 r 都有 


\\T r \\^^~N m 

e 

证毕. 

由证明可见，只须假定 （3.2) 式在 X 中第二纲点集上成立，即 
可保证定理为真. 

例2在十九世纪，人们就已经提出连续函数之 Fomier 级数 
的收敛 问题. 许多人举例说明确有连续函数，其 Fourier 级数竟 
在某一点 发散. 现在我们利用一致有界原理来处理这个问题. 

设是乙 2 [«中的一个正规正交基 • 对固定的 
x 0 € [ fl , b ] 9 /OO € L 2 [ a , 办]在 点之 Fourier 级数的”项部 

.分和为 
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这里 


m 

、 ( 尤 ”/) — S ^PmM 



fO)qp m (Odt 


t^drt 9 


K n (x^ 0 — 2 卬 -( 0 ^- 0 ). 

m» I 

兹令 

p «0。） _ 1 \ K n Cx, f t )] dt , 

一 般称之为 Lebesgrue 函数. 

若上述的 / OO 及 { hOOh =, 都是[«，彡1上的连续函数，则 
叉<>•，/)可以看作 C [ a 9 b ] 上的线性 泛函. 仿照§ 1中例1可以 
证明 

IHI1— sup I ( fC0K n Cx %9 Odt 
II f IKl I Ja 

_ 〜(尤 •)• 

命 ■ 3.2 若 limp^Cx,) — +oo, 贝 U 有连续函数/，其 Fourier 

a 

级数在 A 处发散. 


证否则， { S m ( x 6f /)}*%在 C [ a 9 b ] 上处处收敛，即 
sup|5,(x, f /)| < oo, 当 /€ C[a, b]. 

m 

由一致有界原理，应有常数 M >0, 使 

一 \\sj < M, V/I. 

与假设矛盾.证毕. 

特别对三角系统 



我们有 


• W ， 





(参见 江泽坚、吴智泉编《实变函数论》第二版，第七章） 

引理 3.1 *0, — oo, 当 n — ► 00. 

证从 Jordan 不等式(参见 [7] ， Ml — 〗42页，例 4): 

* x 2 

可见 








slnu 

u 


du 
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(々 + ) 


nk+ih 




sin u \ d\ 


翼 




(々+1) 


sin udu 


_ 2 _ 

(々 + 1)7 T 





于是 

P , + 丄 + •*• + 丄1， 

jr 2 L 2 n 

故 h — ⑺，当 ff —oo . 证毕. 

由命题 3 . 2 和引理 3 . 1 可见，对 （ 0 , 2 #) 上任给一点，都存在 

其 Fourier 级数在该点发散.事实上对 （ 0 , 2 # > 
中任意一串点，从前面结果有连续函数 /_00 6 C [ 0 , 2 ff ], 
使 &[〜，/■] 发散. 考察 

{/€ CtO , 2 n ]： SXx mt /) 收敛 }• 

注意，对于三角系统 

||^(^»/)|| — Pnix m ) « OO, 当 /! 一 


根据定理 3.2 下面的注，"■必定是第一纲的，从而 也是第 
一纲的.而 CL 0, 2«：]是第二纲的，故存在 

C[0,2^]\\jH mt 

«•— 1 

如此之/00的 Fourier 级数便在所有点处发散* 

例3机械求积法 

在定积分的近似计算中，通常以泛函 

n 

(3.3) LO ) — S WW >)， 

0 < 4*> < $\ M) <•••< 〆 •*〉< 1, 

作为的积分 r 办的近似值.这就是通常所谓的 机械求 
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积法. U .3) 称为机械求积公式.一个自然提出的问 题是: 在什么 
样条件下，由 （3.3) 定义的泛函 / a ( r ) 对每个连续函数忒0都收 

敛于积分 [ 一个常见的结果是 

定理 3.3 ( CTeKJioB - Szego , 1916) 对任意的 x € C [0, 1]， 

都收敛于山的充分必要条件是 


( i ) 存在常数 M ：> 0,使乏]1^1 < M . 

k — 0 

( ii ) 对任拾的多项式 xO)f f»W —► 山，当 n -* oo . 

证 必要性.首先，对任意的 C [0, i ], 

n 

l/.WI 

々= 0 


故 



li^l! < S Mn 

命 = 0 

另一方面，对每个可以取 [0, 1] 上的连续函数 4(0, 使 

%(#))- Sgn 々>， 々一0,1，.“，〜 

而且 lk,ll _ U 于是 

1/.(^*)1 — 2 I I - 

* =^o 

总之 * 我们有 

(3.4) \\ f m \\ - 2 |々>| 

fr *0 

于是由一致有界原理可知条件 （ i ) 是必要的.至于 （ ii ) 是自然 
的. 

充 分性. 任给 hC [0, 1]，由 Weierstrass 定理，存在多项 
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式&使 


\}x — < e/2(M -f- 0. 

根据 （ ii )， 存在自然数以，使当 n > N , 

/ »(^i) — j x t C0dt < e/2. 

于是由 （ i ) 与 （3.4) 式，当 » > N , 

fnM I X ^ t)dt 

< f»0O — /,( 々 ）+ /•( 々） 一 1 x } 0)dt 

+ f x x Mdt — [ x(t^dt 

J 0 j ft 

< — a" + e/2 + —: r|j 

^ (M + I)It^ 一 jtj|| H- e/2 C 8. 

证毕. 

定义 3.3 对线性空间中的点集 j 与 B , 数; l 与〜定义 

XA + fiB 娜 {lx -h fiyix € A % y B} # 

引理 3.2 在线性赋范空间中， 

( 1 ) 万 + BdA ^ B 

(2) 若是4的内点，/ — 1，2•则 y , + y 2 是4•冷 
的内点. 

证 （1) 是显然的，至于(2),从 y 2 是為的内点，存在 r > 
0,使 U 2 ^{ y：\\y — y 2 \\ < r } dJ u 注意 

% + % — {«：!!« — ( y ； + y 2 )|| < r} 

是 yi + yi 的邻域，且 y ! + t / 2 c ：4 + 為•故 ％ + y z 是 A t -b 
為的内点.证毕. 

定理 3.4 设 X 与 Y 都是 Banach 空间 ， r 6 y ( X ， y ). 如 
果 只 CO 是第二纲的，则于任何8>0,都有7!>0,使开球 
{ x ^ X : || x ||< e } 经过映射 T 的像包含开球 { yeY :|] y ||<,>. 
证 首先，于 P — {* € X ":|| y || < r}(r > 0), 取 
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r -{ jr € X ： Hx ( l < r /2>, 


则叱是平衡的，而且妒 + WC 7. 显然 U kW ^ X . 由假设， 

卜 1 

0 O 

U rQPF) ■: TCJO^/KT ) 是第二 纲的.因此，至少有一个自 

然数 I ,使々。 t ( pt ) - nun 包含内点. 从而 few ) 含有 
内点，设为 /. 注意 t ( po 是平衡的，从而 nw 5 也是平衡 

的，故一/也是 TCW ) 的内点.由引理 3.2, 0_ /— ;/便是 

T (^)-h T ( PT ) CT (^) H - T ( HOc ： T ( F ) 的内点，即 r ( F ) 含 
有某个开球桫€ Y :\) y \\<8}. 

对任意 e > 0,令〜一 s /2\ ; — 1，2, • 从前面推沦，应 

有 ^/ > 0, ; — 1, 2，"-.使 

(3.5) T{x^ X: ||«|| < fiy} Z>{y € YMIvll < 

1 — 1，2,…. 

不妨设 n /\0. 取 7^-7,,, 则任给 y 9 € Y , 只要就有 

使从而定理为真 • 

事实上，由 II y 』 <〜，从 (3.5), y 八 T { x € X ^ xT <^ J . 
故应有 x x ( X 及 y ， _ 使 

il^i II < e, ，且 ||y •一 yill < »?*• 

又由（3_5)应有 x 2 € X 及 y z - T : c 2 ，使 

IWi < s 2 ， 且 fl ( y • — yj — y 2 || <： if ，. 

一般地，有久及 y * _ rq , 使 

II^11 < 〜，且 II (y. — Vi — ••• — y^-i) — y^W < n*+»# 

々一 1,2, … • 

注意， 

n 

2 x k * n — 2 , …， 

4 «t 
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是 一 个 Cauchy 净列，而 X 是完备的，敌应有 

to n 

^ Hm S ^ € x * 

*■1 n 

且 

IU.II < 2 e/2^ ^ s m 

々二 "I 

又 \ 0 .故 

K 

S h 一 y ” 

/ ■ i 

当々400,于是 

S Tx k m S ■" 

*=l *-i 

证毕. 

经过平移，便可把前面定理叙述成 

定理 3.5 (开映射定理 ，1幻2)设; C 与 Y 都是 Banach &间， 
T 6^( x , y ). 如果 K ( r) 是第二纲的，则映射 r 变 x 中开集为 

y 中幵集. 

从定理 3.4 易见 

命題 3.3 连续线性算子的像或者构成第一纲点集，或者充满 
全空间. 

定理 3.6 (Banach 逆算子定理， 1929) 设X与 Y 都是 Ba- 
aach 空间， re ^(x^y ). 如果 r 是一对一而且满射的，则 
是连续的. 

证根据开映射定理，对; c 中的任意开集 OiCr ^rKo)- 
r(o) 是 开的. 于是由第一章 s 4 中定理 4.1, :r l 是连续的•证 

毕. 

根据 Banach 逆算子定理可知，如果 T € Y ) 是双射 

的，则 T 必是有界可逆的，即 r- l €^(Y,x) # 

命題 3.4 设在同一个线性空间 X上存在着两个范数|卜 || 与 
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H ， 它们都使 X 成为 Banach 空间，如果 IN 强于1卜11,，贝 .11 与 
等价. 

证设 X 在范数1卜1|及1卜^下构成的 Banach 空间依次记 
为五与仏，则 jc 是变 fi 为仏的可逆的连续线性算子，由 
Banach 逆算子定理可见本命题成立.证毕. 

定义 3.4 设; c 与 y 都是线性赋范空间， i 是；；:中线性流 
形， r : y 是线性算子，^称为 r 的定义域己为 D ( r ). 
如果从 X n € jD ( T ), »=1，2, - • 

lim^ 0 « 与 iimTx ■一 y 0 

n n 

恒有 Ui > cr ) 且 Tx t - y # , 则称: r 为闭 算子. 

设 X 与 Y 都是线性赋范空间， T : DCT )( cX )-> Y 是线性算 
子.人们定义 

GCr)^{(^,y)€X X y ； x€I>(T), y - Tx}, 

称为算子 ： r 的团形.若对〈6 y>ex x Y 引进范数 

11<>，>>11 _ 1W1 

则 x x y 是线性赋范空间.所谓 r 是闭算子即: r 的图形 g ( j ) 
是 x x y 中闭集. 

定理 3.7 (闭图形定理， 1931) 设: T 是从 Banach 空间 X 到 
Banach 空间 Y 的处处有定义的闭算子，则 T 是有界的. 

证 对：引进新范数 

IWh - 1W1 + lir^iu 

设按11.1是 Cauchy 序列，即任给 e >0,存在 N >0, 

11% — 尤 _lh 叫 1尤》 — 〜11 十 \\ Tx » ^ Tx m \\ < 

当 》, m > 2V, 

则分别是 X， y 中 Cauchy 序列. X f Y 
都是完备的，故存在 X , yjy , 使 

h 一 A » Tx n -^ 

由于 : T 是闭算子，故:于是 

• no • 



n 


— ^lli — | U „ — x 9 \\ + I 1 T 〜一 Tx ^\ -> 0. 

当 w —► 00. 

故 X 在范数 IH , 下构成 Banach 空间，显然 

i !^ l ! < 1 WI ” vm X ， 

故 IHh 强于 IMI . 根据命题3.4，|卜||与||1等价.于是，当 

11^* 一 — 0， 

总有 

\]Tx n — Tar.ll < \\x m — 尤上 — 0 ， 

即 r 是连续的.证毕. 

要懂得闭图形定理的好处，可对线性算子 r 考察下面三个陈 
述： 

( a ) x n x a9 
O ) Tx M — y " 

(c) Tx, — y 0# 

通常证明: r 在： t , 处连续，需要从 （《) 推出 （ O 和 （ O 来.现 
在由闭图形定理，则只要从 （《) 和 a ) 推出即可，多了一个假 
设，当然要省 力些. 

命理 3.5 ( He llinger - Toe p litz 定理， 1910) 设 /是从 Hil ¬ 
bert 空间 ff 到自身的处处定义的线性算子.如果 

(Ax 9 y) — (r, jy) ， 当尤 ， y € H, 

则 4 是有界的. 

证 若 limx ,— 心 ， lim Ax n ― y 0 , 则于任何 y € 从假设 

n m 


有 


{Ax nf y)— (x 蟝， Ay). 


令 》— oo 便有 

(y.f y) _ (T" Ay^)^(Ax %f y) # 


可见 Ax. - y 0 , 故 3 是闭算子.根据闭图形定理知 3 是有界的. 
证毕. . 


量子力学中的力学量如能量算符，动量算符等，它们对 
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Hilbert 空间 H 中某些元 r，y 满定关系式 

(Ax 9 y) — (r. Ay). 

为着便于运算，当然希望能把 2 扩张到整个空间 H 上去，使得上述 
关系处处成立.但我们容易证明这些力学量都是无界算子，所以 
由命题 3.5, 这种扩张是不可能的 # 

§4对偶空间，二次对偶，自反空间 


1 ° 对偶空间 

设X, Y 为 Banach 空间，前面已讲过有界线性算子集合 
/(X， Y0 是 Banach 空间. 特別取7 - C , 称 

X'Ay(X, C) 

为X的对偶空间(或共轭空 间）. 显然，X的对偶空间就是X上全 
体连续线性泛函的空间. 

X上的连续线性泛函实在是经典定积分概念的重要推广•例 


如 


fW 


C 39 


W 山，当 


CO € C [ a , b ] 9 


就是 cu，6] 上的连续线性泛 
在X — R* 中，设 AyO) 为 




(4, …， x_) 的第 f 个坐标 


即 

又…，％) 卜： i ，/ — 1，…， 》• 

显然每个 hOO 都是上连续线性泛函.而在无穷维空间，特别 
有意思的是不可分情况，连续线性泛函正类似于点的坐标 • 即以 

按坐标的想法，自然要求X中不同的点々与 A 对应于不同的坐 
标，亦即有 i ^ x f 使得 

U:i) ~ /•( 々 )• 

事实正是如此，这只须取 X. - ^ - x 2 , 由命题 2.1 确有 /.€ r , 
使得 
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这或者是命题 2.1 常被称为 Hahn - Banach 定理之重要推论的一 
个原因.历史上， Hahn 也正是在证明了命题 2.1 之后才引进对 
偶空间概念.他当时称之为 “polare Raum ” （参见 [24], P .137). 

在泛函分析以后的发展和应用中，人们常把 Banach 空间与 
其对偶空间联系起来考虑，这就是所谓“对偶理论”的精神.对偶 
理论不只在泛函分析理论本身，而且在数学物理和近代偏微分方 
程理论上都起到重要的作用. 

定理 4.1 对 Banach 空间 X ,如果 X '可分，则 X 亦可分. 
证 由于 X '可分，易知存在球面 { x ^ X^.WxW - 1} 上可数 
稠密子集根据 | k '|| 的定义，应有一串点 { xJ ^ C ： 
X ，使 

I 以 : -)1 > Y * nmm 

张开的子空间不是 X . 根据命题2_2,应 

— 0 , « — 1 , 2 , - • *, 

M — U 

一 〆 14( 龙 *) —:尤 -)1 

>JL, « « 1 f 2 ,“、 

2 

这与 {<} 二 1 是 x ' 之单位球面上的稠密子集矛盾.证毕 _ 

2°几个具体空间上的连续线性泛函 

定理 4.2 C / 1 / 中的元素/可唯一地表为 

co 

( 4 . 1 ) f(jx) — 当怎 —{ 太 **} €/ 1 , 

其中 a _ O ) (见第一章 S 3中例1)，而且 

II 川 一 sup | a .| ^lUiU 


假设 X 不可分， 
有使 

且 

从而 


* W * 



另一方面,对每个 a ^{ a 9 }^( m ) 9 由 （4. 1 ) 式右端定义的线 
性泛函/在（/ 1 )'中. 

证 设/ €(/ i y . 考察 z 1 中点列 

勺=*{1，0,0，".}，6 _ {0，1，0, • *.}，•••• 

则对任意 {x 0 } 有 

«0 

X y ] r〆 ” 

露篇1 

这个级数在中收敛.于是 

«0 

— S K c n ) x n . 

• « t 

注意 ， Ik』 _ u 于是 | f (〜）| .设 

• — Kg )，n ^ l f 2,…， 

则 《 _ {a 9 } € Cm )， 且由 f 唯一地确定.又 

CD 

/ O ) =* S Q n X m * 

0—1 

从 — Kh)， 

|M| « supjtf,) ^ ||/||. 

此外， ” 

«> 

1/0)1 < 2 l fl *l \ X n \ 

® ^ t 

«0 

< suplflj 2 i:.l 
m \ 

_ WM ， 

可见， li/|] < b \ l 总之 

ll / l 卜 Ikll . 

至于定理其它部分是容易验证的，证毕. 

以下考察 c [ o , 1] 上的连续线性泛函. 

定理 4.3 设 / e ( ao ， i ] y , 则存在 [ o , i ] 上的有界变差函数 
K 0, 使 


， U4 • 




(4.2) fO ) — i 办 W ， 当 x — x ( f ) € C [0, 1], 

且 

請一 var ⑷， 

这里 var (^) 表示 〆 0在 [0, 1] 上的 全变差 （参见 [7], 第四章 

§ 6 ). 

另一方面，对 [0,1] 上每个有界变差函数 K 0, 由 （4.2) 式右端 
定义的线性泛函在 （ c [ o ， i]y 中. 

证设 是 [0, 1] 上的有界变差函数， 对 任意; 

C [ 0 , 1 ] , Lebesgue-Stieltjes 积分 

• j xit)dgii) 

L 

存在.对每个自然数〃，取阶层函数 


0卜2 r (去)卜丄 （0 — **4二1 (0 » 


这里 

,、/ I ，当0 
咖， V 別处 • 

因为 K 0 在[0, 1] 上一致连续，故 z 9 (0 在 [0, 1] 上一致地趋于 
xG ) •而 


n 


: .(0^(0 — 2 


ZnO)dg<it) 


心 ( 务 ) 卜 ( 去 )-< 


k - 


)]• 


注意 1%0)1 < \\xh 0 < I<U »_ 1，2 



••故 


t 


z n ( j ) dg ( j ) 


_ 
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，純 Mid ，. 

(参见 [6]， 第五章， §9). 从而 

j x { i ) dgit ) 

< IUII sup S | ? (1) - g (-^-)1 

< IWlvar ( 裒 ) • 

现在， 对 [ o , i ] 上的有界变 差函数易见 
K ^) — ( x { i ) dgit )^ x — x ( r ) € C [0, 1] 

； ft 

是 C [0,1] 上的线性泛函，而且由前段 

1/0)1 — lj xO ) dgC 0 \ < lUllvar (贫） • 

故 /€( C [0, 1])，且 II/H < var (^). 

以下设 H ( C [0,1])\ 因为 C [0,1] 可视为 AftO , 1] 的子 
空间（参见第一章习题 17). 由 Hahn - Banach 定理，/可以扩 
张成 M [0,1] 上的连续线性泛函 F , 而且 || F || - H/IU 

对于每个 r — x ( i )€ C [0, 1], 易见前述的 〜 G >、2.0) € 
A / tO ， l ] •且 L — r 在 A /[0，1] 中.于是 

(4.3) F ( x ^ — UmF (0 

■ 

膽 r (令) [ F (^ jL ) _ F 

令 

K 5) — 尸（岣） ， 5€ [0， l ]. 

对于 [0,1〗 的任何分划 

0 - !• < g , < 


^ 136 • 




<专--】 < 5零_ 1 



我们有 


iKgi ) _ 

y _i 

n 

y *1 


n 


2 e ;[ F (« e ,) — 


这里 s 


_ F (S 〜■[%- 

^•••,»，是模为1的常数，注意 


I* 


S e f [岣 r 吖 - i ] 


从而 


S IKSf) — Kf#-i)l < II ^11 * ll/IU 

这说明 Kf ) 是 [ o , i ] 上有界变差函数，而且 

var(^) < ll/IU 

从 (4.3) 式， 

fO ) _ FO ) 


WIH 现⑸ 1(¥)] 


— | x 0)々0), 当 x — x(0€ c [ o , i ], 

而且_ < var(^). 总之 

ll/ll — var ( 茗 ） • 

证毕. 

上述定理中的 K 0 不是唯1，但如规定 


«0)€ K # [0, 1] 旮 { K 0 是 [0, 1] 上有界变差函数: 

K 0)_0, 且 #0) 右连续 }. 


则由 / 唯一确定，于是有 

命理 4.1 ( C [0, 1])' 与 R [0,1] 保范线性同构.即 

(cto, ny i]. 

证明参见 [ 4 0], 第 3 章 §5. 


定理 4.3 是 F . Riesz 在1909年证明的，它或者是最早从连 
续线性泛函导出测度的一个结果.其后，在1937年， Banach 将它 
推广到 C ( i 3) 上，其 中公是 距离空间中的紧集.再以后， Kakuta - 
ni 和 A . Markov 更将 P 换成一般紧的甚至局部紧的 Hausdorff 
空间，这类结果的意义在于分析中一些测度可以由线性泛函导出 

来，例如自伴算子的谱测度和遍历定理中的不变测 度等. （参见 

t 25], P .55, P .224) 

定理 4.4 设 f 是 L ^[ a , ^](1 < p < oo ) 上的有界线性泛 
函，则存在唯一的函数 ye PU ， A ], g — PO — 1)' 使 

(4.4) fix ) — ( xii ) yit)dt ^ 


且 


当 x — xit ) €： L f la f b ] 9 




ll/ll 




反之,对任何 L 9 [ a f 6]，（4.4) 式右端定义了 L ^[ a t b ] 上的 


有界线性泛函. 

证对 [ fl ， 6]，令 




当 a ^ ^ J , 

当 


则 X t € L f [ a f b] m 记则玄 ( f ) 是[«，办]上绝对连续 
函数 • 事实上，设 A — Uf ，< i ]， 1，•••，《，是任意一组包含于 
[ a 9 b ] 中且没有公共内点的闭区间•记~ — sgn [ K ^) — gCs t )] 9 


则 • 

X ) l 办)一办 )1 S s iU( # i) —办 )1 

I -*i i-l 
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— 2 〜[/ (〜）一 /( 〜）] 
_ 1 



< 


H/II s s ^ x *i 


X t 


] 


KJ:lg 〜 [〜(o - 〜⑴] 

HtX ui 


ll/ll 



㈤ 广, 


可见 mo 是绝对连续的. 

令 K 0 一 〆 ( f)，M («, O , 则 y € L l [ a ^ b ], 因为 x^O 
a.e ••故 《( fl ) _ /( x 4 ) — 0. 于是 




KO — 《（<0 + yO)dt 


yO)dt 9 


从而 ， b 

(4.5) fCx ,') — gCs ) — I y { t)dt « - I a(OKO 九 

设 KO 是 U , H 上任一有界可测函数.我们可取一致有界的 
阶层函数列 {〜(0}：., 几乎处处收敛于 ^(0. 根据 （4.5) 以及 
x /0 是某些 X /0 的线性组合可知 


(4.6) 


fdx n ) ~ | 


b 


a 


n 


0) y 0) dt 9 


根据 Lebesgue 收敛定理有 


I X n d0y0)dt 




a 


x{i)y{i)di 


及 


一 


① 


n 


CO "- x^t)\ f dt 
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于是，在 （4.6) 式中令 ”—⑺ ，可得 

(4. 7 ) fM — | x (0 y (0 de . 

往证 y€L*U, 6]. 对每个自然数 AT 作如下有界可测函数 
r . jlyWlrhgnyO)， 当 |y(OI < N 9 

当 I KOI > AT. 

记 E n — { l € [ a , ^]： lyCOI <况},则 

/(y^) — I y N 0^)y(0dt — ( y^COyCO^ 

— ( ly ( f ) l ^4/. 

另一方面，从 q - Pip - l ) _l ，知 

iy^rWr - lyCOI^'^- ly(r )|«, 当 /€ E Hm 


从而 


于是 


/(> at ) < 11/11 llyi/ll 


"叻 


\ ysO)\ f dt 



- Wf \\(\ jy^dt J \ 


|yCOI^/<Ii/ll(j B lyO)|Q 



从 i 一 4 士，可得 

P 9 

(L i y ( r )i … ) Vf 

令 w —► °°，便有 

( jjyWI ^/ J q < ll/IU 


这说明 ye Lna 9 6], 且 llyii < ll/ll. 

现在证明，对任何太 € Lnfl，A]，（4.7) 式 成立. 取有界可澜 
函数列{心(0}1,，使 

iU ， 一 太 1| 麵 (j | X u 0) j - ► 0 ，当一 ► OO 




f 



从 (4.7 ) 有 .. 

(4.8) f(x m ) — I xXOyO'idti « — 1, 2, * • ^ 

根据 Holder 不等式 ^ 

j Jf.COyCO dt — j x{t)y{t)dt 

Cb 

_ (h(f) — xQO)yCOdt 

Jm 

ftb \Vp 

< (t x n CO ~ x(^0\ f dt J 

X (JjyCOI** J* 

— lk« — illW — 0 ，当 ” — oo* 

在 (4.8) 式中，令 n— CO, 可得 

fM J- j xii>yii)dt m 

即 （ 4.4) 成立.从 （ 4.4) 式利用 Holder 不等式可得 

\fM\ — j j x{t)yit)dt < ll^llllyil, 

因此， ll/ll <!iy ||. 前已证明 W <_. 于是 ll/il - IlylU 
假如又有 $], 使 

fix') j x(S)y x it)dt . 当 x — : tO)€ L p [a 9 b] 0 

令 x,0) — sgn[y(0 — y x C0l, [a, 办]，则 x^r) € L # [a, A]. 

从而 b b 

j \y (0 — yXOI — j XjCOCyCO — y,( 0 ]i# ― 0 # 

故欠 (0—3\0)_ 0 ,3.6. 于 1> ， 6 ],即 y — y lm 唯一性 得证 . 

反之，设 y€ UU, A], 利用 Holder 不等式易知 , （ 4.4 ) 右端 
定义了 Lna 9 b] 上的一个有界线性泛函 . 证毕 . 

定理 4S / 〃（ l<p<oo) 上的有界线性泛函/可以表为 

O0 

Kx) — 当 x 麵 {!*} ^ 


(4.9) 





这里 r - I )' 1 , 由 f 唯一确定，且 

ll/ll — \\ c \\ 

^ ™ 1 

反之，任给 ^ — { c k }€ /%由 （4.9) 式右端定义了"上一个 
有界线性泛函. 

证考察"中的点列 

— {1，0, 0,…}，_ {0,1，0,…}，… • 

则每个元 ： r _ { S k } € 可以唯一地表成 

这个级数在 M 中收敛. 1 

设则 

K *) - 2 “/<>*)• 

令 q _ Ke k ) f 々 一 1,2，“ ••贝 fl 


(4.10) 


/00 細 S c k^v x — iSk)^ lf * 


*■» li 


往证 f _ { q }€ " 0 选取 r •— n — 1，2, •••， 


其中 




kj ^ rSgnc ^， 当々 < 

3 , 当々 > ' f 


则由 （4.10) 可知 


另一方面 




/(:•)_ Si 

* «1 

/(O <11/11 llr.ll 

— ii/ii y f 

—ll/ll(Si^ti f 

1 



由这两个式子可得 


令 n — 00，便有 

(自 M *)、11/11. ' 

这表明 C 一 { c k } € / ff , M- licll < ll/ll. 现在从 （ 4.10) 及 Holder 不 

等式可得 


» = 1 1 

)^(2 - Ik II Ikll. 

从而，11/11 < iUlia 总之 

m - li^iu 

假若又有 〆 一{ 〆 》}€ "，使 

fM - S 当 X 麵{?*}€/，• 

— 1 

则对任何 I - 总有 

2 (4 — r i)G _ 0- 

依次取 x — e n9 n — 1»2,***,即得 c , 一 — 0， n — 1 ,2,- **. 

故唯一性得证. 

反之，若 c - U k }€ l \ 利用 Holder 不等式易见( 4 -9)式右 
端定义了 P 上的一个有界线性泛函.证毕. 

3°二次对偶与典型映射 

设 X 是 Banach 空间， X '是其对偶空间. X 的对偶空间 ； T 
称为 X 的二次对偁 # 我们将要看到 X 与 X "之间有密切的联系. 
对 Banach 空间 兄中任 意一点 x ,, 定义 

Fix ) - x\xj 9 x f €X\ 
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显然 F 是 X ' 上的线 性泛函 ，而且 

11^11 — sup [F(x')l — sup I〆( 尤 .）1 < tU.H 

\\^\\<\ H 

另一方面，由命题 2.1, 有 <€X'， 使 

KOJI _ ， lkll ， 且 M — 1. 

于是 


|| F [I — sup U'OJI > M [\ x % \\ 

flKi 


总之， 


IIFII - IklU 

由此可见 f 是由 & 唯一确定，且 /?€； r . 现在记< 以代替 
f , 即 

Xo ( x ^ — /( x 0 ), X ^ X' m 

则得到映射 


X X"，且 ||jf^|| — ll^o II . 

这表明映射 r 把叉保范地嵌入到X"中，人们称如此的 r 为典型 
映射.我们有时把 X上的问题通过 r 转化为； r 上的问题，这是 
泛 函分析由一个常用的技巧.好处或在于线性函数较之空间中的 
元更易处理，例如将 IkU 转化成 \ Wo \\ 来考察等等. 

下面来看一个利用二次对偶证明又与，之性质的例子 • 

命题12设是 Banach 空间;：中的 点集. 如果对 
任何 f € X 、 都有常数 Mf >0, 使 

sup|/(jr fl )| < M ft 

■ €〆 

则 

sup 1UJ < oo. 

a 

这只须考察 X' 上的有界线性泛函 

FJJ ) — 代1)， f € 

往意， I1FJI - IkJU 然后由一致有界原理便知逋 

sup i|x«ll — sup ||F a || < OO. 

^ * 6 
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4° 自反空闻 

对前段所说的典型映射 t：k^X h 9 -般籴谠 t(X^K }} . 
走义 4.1 如果 tix) - X”， 则称X是自反 空间. 

Hahn 在1927年发现典型映射后便提出自反空间的概念，当 
时他把这类空间称为正则的。 

注意自反空间X是经由一个特定的保范同构 r 变X为X' 
R. C, James 曾构造出一个 Banach 空间X,它和X〃保范同构， 
但是X并不自反(参见 [31]). 这个反例提醒我们在证明空间自反 
性时要谨懍从事。 

定理 4.6 任何有限维线性赋范空间都是自反的， 

证设又是》维线性赋范空间，{〜•••〆《}是X 的基.根据 
命题 2.2, 存在 •••“，€ X',使 

— S ik9 u 々一 1，-••，》， 

■ 

这里〜是 Kronecker 常数 • 从而对任意 x «•乏> 内 € X， 

n 

fk ^ — 2尤山（々）_々麵 u •••， *• 

i 鹏 I 

故于任何 / ex ', 

* ji 

fW — ^XjfCei) — 2 fOOfiM* 

#*t i-t 

即 

n 

/*" 2/(〜•)/，• 

y _i 

这表明 A，• • •,、 是 x' 的基，即 X' 也是 》 维空间，从而X "亦是》 
维空间.而典型映射 r 是保范线性同构，所以 r(X) 的维数 与;: 
的维数相同•从 r(X)cX " 可知 O X，， • 证毕 • 

定理 4.7 UU 9 ^](l<p<oo) 是自反的. 

证 只须证 明任给尸€ 办] )", 存在： Uia , b] t 

使 ， 
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尤。），当 /€ CUU , bVfi 

任给 L^[a,b], q — p{p — l )" 1 , 考察映射 

os:yl > f ( jje ) — I xii ) yii ) dt ^ x € L f [ a f ^]. 

根据定理 4.4, alUia, 办 ] —(L ， [a, b]7 是保范同构.设 

F,(y) -« F(a(y )), 当 y€ U[a 9 b] m 
易证 F^(Lna y biy . 又由定理 4,4, 存在 x,€ U[a % A], 使 

^i(y) — I y(0 尤 •(>) 山 ，当 y € L*[a 9 b]. 

现在对任意的 (L’[fl ， 6])' ， $y"- 0^(0 , 则 L^[a f b] P 


且 

j 

•办 


/CO - I 

x0)y0) 山，当 uia , b ]. 

m 

于是 


FCD 麵 F(aCy))- F.Cy) 

— j yiOxXOdt — /(x,). 


证毕. 

定理 4.8 每个 Hilbert 空间都是自反的. 

证 设 H 是 Hilbert 空间，任给 ye //，都确定 H 上一个连续 
线性泛 函广： 

y*0) — (x, y)， 当 x € H m 

反之，由 Frechet-Riesz 表现定理， H 上每个连续线性泛函都具有 
这种形式. 

现在只须证明，对任给的 '存在 H ,® 

^( y *) — y *(: J , Vy m € 

由前述只须证明 _ 

^(y*) — {x t9 y) — (y # x 9 } f y€ //. 

亦即 

< p ( y *) 一 （ y ，：。)， y € H . 

要证明这点，由 Fr6chet-Riesz 表现定理，只须证明 

晒 
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春 


<p (y*) — <p(( • » y)) 

是 // 上关于 y 的连续线性泛函，而这是易于直接验 证的. 证毕 • 

例 1空间 z 1 不自反. 

根据定理4.2, 如果"自反，贝 IJ (mj 

(见习题 20) 与 Z 1 保范同构.但 Z 1 是可分的，从而 （《)' 也将是 
可分的了.根据定理 4.1, (m) 亦是可分的 • 这与第一章§ 4 中例 
3的结果矛盾.故 / 1 非自反. 

定理4«9如果 Banach 空间X是自反的，则X的任何子空间 
M 也是自反的， 

证 只须证明任给 me M ", 存在 M , 使 

) — m’ （ 0 ， 当 w’ € M’. 

对每个 xH 我们用 < 表示〆 在 Af 上的限制 ，即 

XmC^O _ Jf'OOp 当 M 9 

则 M \ 

对 mo € M ", 定义 

WOO - <(4)， 当 X 
易觅豸是上的线性泛函•又 

K’OOI < lln»^il \Wy\\ 

(IIWIIM ， 当 ^ ^ x\ 

故 X ： € X r \ 由假设 A： 是自反的，故存在 ar/x •使 

X 0 Xx f ^ — 当/爸 X’. 

特别，当4-0,即我们有 

〆( 々 ） — 4(〆 ） rnoXxy') — 0. 

根据命题 2.3, M . 现在对每个 m'eikT , 设/€ X 是 m ' 的 

扩张，使4 — fn ♦ Wl 

nhX ^ n ) W(- Vm ) — <’（〆） 

— 〆(：•）一 #»'(:•)• 

证毕. 

自反空间是类乎 Hilbert 空间的 Banach 空间，它具有丰富 


• 147 • 


故 

及 (j) 旮 {y：y — Ax } 

- A 的列向量空间_ 

所以 

(5.1) Ax — y # 有解^ => y * 丄 AT ( vO ， 

这里/是 J 的转置矩阵* 

理由是简单的： 

Ax — v , 有解 

幻 ： A - J 的列向量空间 
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的几何性质.因此自反空间上算子的结构也是比较整荠的，这在 
下面讲算子的值域与零空间的关系时，便可清楚地看到.此外, 
在应用方面，自反空间也是重要的. 

§ 5 Banach 共轭算子 

首先，从有限维空间上的线性算子或矩阵说起.对 


Ax^ ° 2i 


我们有 


N^A^^ixiAx ― 0 } 

» ( 3的行向量空间 ) A . 


又 






的行向量空间 

定义 s . l 设 X 与 y 都是 Banach 空间， ^( X , Y ) •定 
义 

(r’y')o) 会 〆 （了 ：）， y ^ y\x€ x. 

显然广是从 Y ' 到 y 的有界线性算子.人们称 r 为: r 的 Banach 
共轭算子. 

设{^, •••, <%}是》维空间 X 上的一个基， A 是 X 上线性 
算子，在这个基之下的矩阵表示为即 


(Aq ， A<?2* …， AO ** 


f a u «,2 

^ 2l a U 


« 霧2 


由定理 4.6 的证明，存在 X 上的有界线性泛函 { A , 尨， •••,/,} 使 

☆(>々）■〜，入卜 “•••，》， 

且仏，/:，••_,/•}是 X '的一 个基. 不难验证，对于 Banach 共轭 
算子1有 

(A 7 " A 7 2 , … ， A 7 J 


( 5 . 2 ) 


—(/i»/ 2 f ***»/») 


°22 


因为从定义与直接计算，对 


2 x ， 


Ax 


» n / n \ 

S x i Ae f ^ S x i\Jl 

/ol i-il / 


从而 


(A7i)00 _ /i(Ax) 


n n 

1 ■ 乓， 1 
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另一方面 


n 



y =• 1 


n n 

/i W — S x ifi( e i^> ^ S 响广 x “ * —1，•••，*»• 

/ ■1 i 讎 1 

于是 

n 

(A'/i)0)— 2 j a “fi W x * 

/ 

即 

A 7, 一 U ，薦 1 ，…， 》• 

i = 1 

这正是 (5.2) 式，而 (5.2) 式右端的矩阵 正是/ 的转置 矩阵. 

这表明 Banach 共轭算子是矩阵之转置矩阵的推广，应该强 
调指出这个推广完全摆脱了 坐-系 的束缚，适用于无穷维 Banach 
空间上的一切有界线性算子 . 1 

还该指出，比较 Banach 共轭算子 A ' 的矩阵元与第二章 S 4 
中所谓 Hilbert 共轭算子 A * 的矩阵元,正好相差一个复共轭，它 
们是不同的，但是初学者却往往忽略这 一点. 

例 1 设 1 <P <00,丄 + 丄麵 I ,尺（#， J ) 是《 < s < b 

P 嗜 

上复值可测函数，且 

!丫|&0， s )\^ dtd $< OO , 

则以 K ( t 9 0为核的积分算子 

(Tx)(r)A j 尺 0, f);r(0 心 ， * — L^[a f b] 9 

是从到 PU ， 幻的有界线性 算子. 事实上，由 Holder 
不等式 



\( TxX 0 \^dt 




K ( j , s ) x ^ s)ds 



• m 




rbr Cb If fi 

叫 U I 的， O 叫 U # k ( i ) 叫 j dt 

UTrll — Q \iTdt ^ 

<( j : j :| K (，, s)\UtdsY IklU 

可见: r 是有界的， 

根据定理 4.4, 每个 6])' 对应唯一的 y - y(0 € 
/C*) — z(OyO) 山，当 z — z(t)€ z^[« ， 办 ]. 

* m 

故对任何 X — xO )^ L ^ la 9 b] f 

(r/)oo - ktx) 

■ j ( r *) o ) y ( Oi / 

(5.3) — j y (0^| KO * s ') xCs)ds dt 

C b 

— x { s)ds K { t 9 OyiOdt m 
J 0 J a 

不计同构，把与等同， （ L 叶〜 M )' 与 Lna . b ] 
等同.即 / 与 y 等同，则 r'/ 对应着 ry € L ^ a , q,m 

(5.4) (r'fXa：) j 工 0)( 广 >0( 5 ) 心， 

当 j ： — jt (0€ L p [ a y b] w 
比较 (5.3) 与 （5.4)， 根据唯一性可得 

(T'yXi) — j Kit* s)y{t)dt^ 

即 

Cr>)(0 — j ko, OK 5 ) 心，当 y ^ yCO^ L f {a % t \ 0 

* isi . 




积分算子 r 也是从到的有界线性算子, 
但是: r 的核 k ( s 9 0与积分算子 r 的核 K 0 9 s ) 相比正好颠倒了 

，和1的位置 • 

例2设 Kdx 9 y ^€ L \ S^ f 其中 

S — {{x 9 y)；0 < x 9 y < 1}. 

则从例 1 可知积分算子 

(r/)o) - j 1 ‘ K(x f y)KyVy ， f_f» l 2 [o ， i ]， 

是 L J tO,l] 上的有界线性算子. 

根据 Hilbert 共轭算子定义， 

(T ，， 玄 ） - (/ ， r f ) 

—j:o)( 了犮 )00 办 

— j fCx ) I K ( x , y ) KyV 「dx 

— , y^f^dx dy 9 
对任何 f € L 2 [0,1], 故 

iT*0 Cy) - j: KCx7y^f^dx 9 
或 

(r*0 CO — KCy 9 x^fiyidy. 

可见积分算子的核 K(y, 乃与积分算子 T 的核 K { x 9 y) 相比, 
不仅颠倒了 *,y 的位置，而且差一个复共轭. 

定理 5.1 设X与 Y 都是 Banach 空间，7^义（X〆）,则 T 

是从^到 X'的有界线性算子，且 

00 un - iitii . 

Ct ) (5+ry-^-hr. 

Cc) (ary - aT\ 


- ；52 • 


这里 56 ^( X 9 Y), «是任意 常激. 

证 O) 与 0 ) 显然，至于 O ), 由§ 4 中 3 °， 

||T^|| — sup |y’ （ r:)| 

故 

liri 卜 sup tiTxii 

IUH <1 

— sup sup WOI 

liy'IKl 

—■ sup sup |(r y )0)1 
—sup HTVIi — ill'll. 

IlyKl 

证毕. 

注意，本定理的 G) 款与 Hilbert 共扼算子相应的结果第二 
章 S 4 中定理 4 . 1 的 ( 4 ) 不同 • 

定理 S. 2 设X是 Banach 空间， S 9 T € Y(X)， 则 

0) (sry - ry. 

(ii) 若 r 是有界可逆的，则 r 亦是有界可逆的，且 

(rr i - ( T ^ y . 

证 （i ) 对任给的以 X， x 、 X f ， 

[(sr)'x']oo - x r asT]x)- (5V)(r*) 

- (r svx*). 

故（订） ’ 画厂 5\ 

至于 （ii), 注意， 一/, 由 （i) 

1 - (TT- i y - (: r— j ) ， r, 

又 

I - (r- l ry _ T\r^ i y. 

可见 (ii ) 成立.证毕. 

走理 5 . 3 设久， Y 都是 Banach 空间， T f ^(义， y), 则 
r 〃是 r 的扩张，即对任何 a 尤，这里 t : x — x ， —ir 是 
典型映射. 

T f \ rx ) — r^Tx), 

rn 显然 ， r € Y r \ 对 *, €X , 考察典型映射 


t i 5 i • 



r ： ^l~> ofo% 

<'( 〆 ） 一 〆 (4)， 当 x ^ X \ 

则对任给的 y 、 y \ ' 

( r ' o ( yXCT /) 

- (7 V ) U ) - y \ Tx .) 

- CTxJXyl , 

可见 

r f x ； ^ ( Txj \ 

证毕 • 

对 Hilbert 空间上有界线性算子 r , 除了 Banach 共轭算 
子在第二章§ 4中，我们还讲到 Hilbert 共轭算子 P •从 
例1和例2我们已经看到， r 1 ►与 r 是不同的，但它们也 并非毫 
不相关，下面我们来考察 r # 与 r 的关系. 

设 A 与札都是 Hilbert 空间， Te ：// J •令 

(5.5) 卜 T ’ g ， /€//?, g € Hf . 

按： r 的定义 

(5.6) fix') — r>0) — g(T X) ， Vjs € H lm 

根据 Fr 6 chet - Riesz 表现定理，对每个/€ //*, 恰有一个 
而€ ""使 

(5.7) /00 — O , X/) , \/ x € H l9 

且 

Ik/ll - li/IU - * 

弓 1 进算子 — A 如下： 

(5.8) 々，当 /€ H ?, 

则 d 是保范共轭同构（见第二章 S 3). 同理，存在保范共轭同构 

BzH *^ H 2t it 

(5.9) , B 当 g € H f 9 

这里 y f €/ f 2 满足 

(5.10) f ( y )—( y , y,)，Vy e H z% 
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且 


\\y e \\ — IUH. 

于是由 （5.5)、（5.8) 和 (5.9) 得 

(5.11) AT f B~ l y g "- AT’g Af ^ Xj % 

而从 （5.6), (5.7) 与 （5.10) 可见 

(x 9 X/) — /00 — g{Tx^ ― (Tx, y # ) 

•»(Wy,)，Vx 6 H lm 

故 

( 5 . 12 ) Xf ^ T *y g9 

比较 （5.11) 与 （5.12) 可得 

、 T* — ATB~\ 

总结上述，我们得到 / 

定理 5.4 设％与《 2 都是 Hilbert 空间 ， Te 
T\ T 分别是 T 的 Hilbert 共轭与 Banach 共轭算子，则 

T* « ATB~\ 

其中 A : Hf ^ H l9 分别是保范共轭同构. 

这表明了 Hilbert 空间上两种共轭算子之间的关系.顺便 
该提到，通常对 Hilbert 空间上有界线性算子谈论共轭时,总是指 
Hilbert 共轭算子. 

§6算子的值域与零空间 

本节恒设 3 为 Banach 空间 X 上的有界线性算子，和以前一 
样我们称 

NCA)^{x：Ax — 0 } 

为 /的零 空间， 

R{A)^{y:y — Ax) 

为4的值•域. 

在前一节我们已经从有限维空间情况看到算子的值域，零空 
间，以及共轭算子的概念与方程_ y 的求解密切相关,所以它 
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们是算子理论中极重要的概念， 

从有限维空间的讨论，我们还涉及到，的行向量空间以及 
它的正交补.但是在一般 Banach 空间中，并没有内积，需要引进 
下列概念， 

定义 6.1 设 X 是 Banach 空间. 

0) 对线性流形 Mc = X , 所谓 M 在中的零化子，即 

M 。 会 {/ € 湯0，当 M }. 

( ii ) 对线性流形 GC =； T , 所谓 G 在中的零化子，即 

当 /€ G }. 

显然零化子是内积空间中正交补的推广. 

在 Hilbert 空间中，当 M 是闭的，则 （ Afi )*" _ M . 现在对 

于 Banach 空间，有下列结果 

定理 6.1 设 A ■是 Banach 空间. 

( i ) 如果 M 是 X 的子空间，则 °( M °) - Af . 

( ii ) 若 X 是自反的， (7 是的子空间，则 

证 （0 显然 MC c ( M °). 如果 x 8 €°( AT ), 则每当/ e MS 
〆 (*•)_ 0. 因 M 是闭的，根据命题 2.3 , € M . 

( ii ) 显然 若 y 0 e (° G )°, 必有 乂€ (3 •否则，由 

命题 2.2, 存在 jC € X 〃， 使 

xoXyD 与0，且 W ( 〆 ） _ 0，当 
因; c 是自反的，必有以 X ,使 

W (*’）— 〆(*•),当 〆 € X’. 

于是 

y ; U ) 与0,但 jtXx .)- 0,当 〆 G 
这与 y ^ CG ) 0 的假设 矛盾.证毕. 

应该 指出，对于非自反的 Banach 空间 X ，（ ii ) 未必成立，（参 
见 [40], §111.7) 

下面我们来讨论值域与零空间的关系， 

引理 6.1 (5( Z ))° - NU \ 
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m & L y '€ W (，）， 贝 IJ A r y - 0. 故对任意的 Xtx ， 

y \ Ax ) = A ' yix ) ― 0. 

任给 y € 12( W )， 应有 x „€ X ， » _• 1,2, ‘ ..， 使 y — Hm Ax nm 于 
是 /( y ) — iim /(^ ac n ) — 0. 因此 y ' € (22(^4))°. 

ii 

反之，若 y € (^3)°， 则任给 4 o , 即 jyo ) 

•故 o f 亦即 〆 € iv ( i ). 证毕 • 

引理 6.2 °(R(Z))-iV(^). • 

证 设 M AT( 义）， 贝 lj A — 0. 于是对任意的 〆 6 JT, 

A ' x \ x ^) ^ x \ Ax ) — 0. 

任给 y '€ 12( W )， 应有 x m € X , #»— 1，2," •，使 /一 

n 

从而 /OO 一 limWx : O ) — 0. 故以 u ( i ?( W )). 


反之，设 *€°(及（/)), 则对任意的 /€ Xy / O )_0, 即 
x \ Ax ) — 0. 根据 Hahn-Banach 定理 ， Ax ― 0. 即 ： r € N ( A ). 

证毕 • 

弓 I 理 O W ⑷- RCA ). 

引理 6.4 R^n^Nuy. 

引理 6*5 若 X 是自反的，则 

ROO - N{Ay. 

这三个引理可直接证明，也可用定理 6.1 与前面的两个引理 
来证. 

以引理6_5为例，从引理 6.2, 

_°(^ 00 )麵 N{AX 

因为 X 是自反的， 12(/) 是 X '的子空间，根据定理 6.1 的 ( ii ), 由 
上式可得 

«(Z) - (°«oo)° - ivc^y. 
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绦上所述，# 

定理6,2设 j 是 Banach 空间 X 上的有界线性算子，则 

• v ( j )- 。(犮 (7)), 

R ( A ') - W (/ )， 
jROOciV(^) 0 , 

若更设 X 是自反的，则 

RC A 1 ) 賴 AM) 0 , 

这个定理已如前述来源于线代数，其实它也与积分方程论中 
的 Fredholm 交替定理密切 相关. 此外，如 Lorch 所指出，这里 
正显示出自反空间槪念对于算子结构理论的重要性（见〖33], 
P - 53). 可以举出例子，如* X 不自反，等式 

RW NCAy 

确实可以不成立.（参见文献 [39]) 、 

定理 6.3 gr ) _久令今/是单射的 • 1 

证今.从定理 6 . 2 ,. 

NQA f ) - ( ROO )° — X 0 - {0}. 

即/是单射的. 

至于从定理6.2， 

R ( A ) _ W (^) - °{0} - X . 

证毕. 

同样可以证明，当 X 是自反空间时, 

/是单射的. 

应该指出，定理是关于值域的闭包还不是关于值 

域的结果.例如，我们只有_ 

(6.1) 、 W(W) _ R(A\ 
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述没有达到有限维空间的结果 (5.1). 此外,从定理6.彡也貝易 

jR (/4) — A ' 是单射的. 

我们当然关心/的逆是否连续，从上面的讨论还不能 知道. 但如 
果是闭的，倩况就很好了，这使 （6.1) 成为 

1 

W(^) — RCA}. 

关于这方面的一个重要结果是 Banach 给出之著名的闭值域走理 
定理 6.4 设 X 与 Y 都是 Banach 空间，丁€ ^( X , 7), 则 

下列各命题 等价： 

(1) 犮 （ r ) 是闭集； 

( 2 ) R (： r ) 是 闭集； 

(3) 犮 （ r)-w(r ，） ； 

( 4 ) i?(r ) 讀 iv(r )。； 

(5) r 是开 映射； 

(6) r 是开映 射* 

所谓 开映射 即将开集映为开集的映射. 

关于这个定理的证明，有兴趣的读者可参见 [9], 第101页. 
历史地讲，线代数理论确实提供了探索算子理论的背景和巨 
大的推动力.例如在第三章§5中我们已经看到 Banach 空间共 
轭算子与转置矩阵的关系，对于有限维空间上的线性变换 A 及与 
它相应的矩阵那里还讲到 

/?( A )_ W 的列向量 空间. 

我们熟知， 一个矩阵的 行向量空间的维数等于列向量空间的维数 
(参见 U ], 第四章，§4,定理 4), 而 

尺 （ A ')_ /的列向量空间 
― A 的行向量空间. 

故 

(6.2) dim /2( A / ) *** dim /?( A ). 

现在，从闭值域定理立刻可见，对”维空间 x 上线性变换 r 总有 

dimiV (! T ) + dim /2( T ) — dimX =" n m 
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这是线代数学中的重要公式.有人甚至说它“几乎包括了我 们所知 
道的关于线性方程组的所有知识”（见 [1], 第 107 页），关于 (6.2) 式 
的简单且直接的证明可参见 [2], 第七章 ， S 6. 

从上面所说的可见，闭值域定理实为线代数学上线性变换的 
值域与零空间的研究在无穷维空间的推广.再从下面第四章中定 
理 3.9 的证明，由闭值域定理立刻可推出著名的两择一定理，则是 
经典的线性积分方程论中熟知结果的推广.总之，闭值域定理来自 
经典的线代数与积分方程理论，在线性算子方程可解性的理论中 
扮演着重要的角色. 

根据定理 6.3 与定理 6.4, 可知 

RiA ) 的逆是连续的 • 

及 RCA 7 ) 一 X ，<^ A 的逆是连续的. 

如前所述，对于一个算子其值域是否闭是至关重要 
的.当然绝非对每个有界线性算子/2(3)都是闭的.例如，在 
Z 1 上，对：，匕，…}€"，定义 

Ax ^ +&，•••}， 

则 j 是上有界线性算子.显然只有有限个坐标不为0的点的集 
合包含于及 ( /)，且在 / 1 中稠密，故 ROO -1\ 但 

y - [，如 +*，•••} 

砭及00而属于广 

注意定理 5.4 中的卓 B 都是保范双射算子，从它和定理6. 4 
不难得到关于 Hilbert 共轭算子的下列结果 
定理 6.5 设 A 与// 2 都是 Hilbert 空间， 

则下列各命题 等价： 

(1) R ( r ) 是 闭集； 

(2) R { T ^ 是闭集； 

(3) R { T ) - N { T *) X ; 
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( 4 ) iKT*) - Niry ； 

(5) r 是开 映射； 

(6) r # 是开映射. 


§7 序列弱收敛与序列覉*收敛 

1°序列弱收敛与弱刿紧性 

回顾古典的数学分析，许多基本定理都是关于 R * 中有界闭集 
(即列紧集) 的. 例如连续函数的基本性质，聚点原则等等•在第 
一章§7中， Riesz 引理却告诉我们，任何无穷维的线性陚范空间 
的单位球都不可能是列 紧的. 因此，若只限于线性賦范空间上的 
范数拓扑，那么一系列古典的数学分析的技巧就都用不上，行不通 
了. 

远在本世纪之初， Hilbert 在研究积分方程时已经看 STF 面 
所谓弱收敛的概念了，并且反复使用一个他叫做“选择原理”的工 
具(参见 [24]， P . 115). 用现在的术语，这个“原理”即下文的定 
理 7.1. 因此历史上弱收敛概念一出现便与弱列紧性密切地联系 

羞 

定理 7.1 对可分的 Hilbert 空间 H 的闭单位球中任何点 

列总可以抽出一个子列及一点"，使 

lijnO” ， y) ― («*, y), Vy€ H m 

即所谓 { x nk }^ 费收鉞到〜 

证不妨设 h 即 / 2 , 这 R 要在 H 中引入一个正规正交基即 
可•设 

A _ {5 u » •••，？“，•••} 

尤 2 — {Sztf ?22* … ， b，• ••} 

f 

♦ ♦參 • • • • • * 

X m « §傳2 , …，§*，，•••} 

* * • 
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从 UUwl 2 — i , 可见 

IU < 1, »， ）_ 1，2, • 

由对角线方法，有子序列 

叫 %，•••，〜…} 

使 

“ — Sh i — 1,2,-**. 

k 夂 7 

对任何自然数尺， 

Sl ^. l ^ iMI ^ 1 - 

y-i 

令々- ^ 00 , 便有 

1 Sl 5/ I 2 < l . 

从而 


m 


i_ 1 

现在，对任何 y — { ij ,* %* • * * *•} 6 H % 

1(:" ， y) —(: 。， y)l 

— l(Au _ *”y )1 


m 

—S (心衫 • — 6 )”， 
y»i 

^ S (茗**, 一 6) 〜 


tr 

4 W 




40 N 

2 — gf M，il 

i ， N+i 1 / ， 1 

(± ± \^\f 

v / \卜扣+1 / 
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A \l/2 / 必 

S i ^ i 2 ) ( S h/l 


i/i 


N 


«o 


< 2 I ^n k i — ff I Ui I + 2 ( S 1^1 






注意，当 N 充分大，； 2 h /1 2 可任意小，而对固定的显然 

j -W+ 1 

|? 叫•一 | 取 | - 0. 

々 I » 1 

证毕 • 

例1设 JO ) 是可分 Hilbert 空间 H 中有界的、弱序列闭的 

，- 

点集從上的序列弱连续的实值泛函（即若弱收 敛到〜 
则 /(»*) — /(«*)，» —► oo ). 如果有{«,}了 =1 C：% ，便 

J(«„) —► inf /(«)， n —► oo. 

<te « 

因为％是有界的弱序列闭的，根据定理 7.1 ，应有 {«.}；,, 的子序 
列{%}?<弱收敛到某点 w 泛双 • 从 JO) 的序列弱连续性，应 
有 /(«■★) — /(>)，々―⑺•故 

J(w ) ^ inf J(m), 

U 乞 m 

即 ）0) 在％ 上达到最小值. 

很有意思， Hilbert 早在 1909 年便已看到序列弱收敛性的这 
个重要推论. 他说： “无穷多个变量的连续 （按： 即序列弱连续) 
函数必定有一个极小值， 这个 命题由于其普遍性及精确性可以代 
替 Dirichlet 原理 .”（ 参见 [1], 第 134 页） 

定义 7.1 设 X是 Banach 空间， [ x ^ dX , X . 如果 

对任何都有 

• lim / Cx .) — /(:•)• 

n 

则称序到 { x m }% i 弱收敛到X,，记作 h — ^ x %m 

定义 7.2 如果 Banach 空间之子集 d 中的任何序列都有弱 
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收敛的子序列，则称 j 为篛列 紧的. 

命题 7.1 设欠是 Banach 空间， { xJ ^ jCX , x .€ X ， 则 


( i ) 有界， 

( ii ) 存在 X ' 中一个稠密子集 AT , 使 
HmfCx 0 ') — /OJ ， 当 f € M’• 

n 

证 先证气由 （ i ) 存在常数尺 >0,使 Ikll <足，0, 
1,2, • • •. 因为 A /' 在； T 中稠密，于是对任何/€ JT , 及任意 s > 0, 
都有使 

Ilf - /.II < e . _ 

从而 

lfO ») — /(OI 

< IK>J 一 fa(x m )j 4- lfXx B ) — /.(*.)! 

+ IMO — KOI 

< 2Ke + IfXx ，） 一 f £ (x t ) I. 

又根据假设 ( ii ) 可见‘ 

Hm }( x n ) - f ( x 9 ). 

至 于今. 由假设，对任何 MX % 存在常数 M >0, 使 

supl / C ^)! < 

n 

根据命题 4.2, 

sup II^11 < CO f 

n 

即 （ i ) 成立，而 （ ii ) 则是显然的.证毕. 

命题 7*2 若 X 是 Banach 空间， { x m }% iCZX 9 x % € X . 如果 

- 则有凸组合 

S ^niXf 一 X ” » — 00. 

/*=! 

这里 u > o » ； ^ 1， • • •， iv •，且 _ 1, 

i *»1 
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证取 £为 张开的凸闭集，根据定理 2 .7 , fi 是弱序 


列闭的. 



故证毕. 


定理 7.2 ( Pettis , 1938) 自反空间 X 的单位球是弱列紧的 • 
证 设 { y 丄\是 X 的单位球17中的序列， Y 是 { yjL 张成 
的子空间，则 Y 是可分的.根据定理 4. 9， y 也是自反的.则对典 


型映射 r , r - r ( y ) 是可分的.由定理 4.1, 矿也是可分的. 
设 { y ' Jk 在 r 中稠密.对每个固定的々，数列 { yi ( y ,)}： T -, 是 
有界的，考虑数集 { yi ( y ,)} h , 用对角线方法可抽出 { UL 的 
子序列 { yjT ^ 使得对任意自然数 .4, { y ；( v ^)} r - ( 是收敛 

的.取& — y „” ; — 1, 2, •••. 这样我们得到 { y ,} 二的 一个 


子序列对每个 1， 2， …， limy '* (^)存在(且有 
限乂 ， 


考察典型映射 

*;'( 〆 ） 一 /(々），当 y ^ y \ 

由前段， limr / o :) 存在，而在 V 中稠密，而且 1 K 1 I — ildl 
? 

< 1. 于是对每个/、厂，可知 Km ^(/) 存在.定义 

r 

yj/(〆） _ limx;'(〆 ）， 当 y € Y\ 

■ 

1 

易证 IT . 因 y 是自反的，存在 yj IV 使 

〆'(/) 一 y'(y») ， 当 /€ 

于是 

lijny'O;) — y'(yj ，当 y € Y\ 

现在，对任何 〆 € >, 令夂表示 〆 在 y 上限制，则 〆 r , 且 

xiy ) — 4( y ), 当 Y . 

于是由 y 0 € Y 可见，对任何 x ^ X f 

liinx '( A ) — 

i i 

—: ;(y D ) 

_ Ay.). 


即弱收敛到 y ,. 证毕， 
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2° 序列弱 # 收 敛与费 111 紧性 

定义 7.3 对 Banach 空间 X ,设 {/,}：*■ ，〔义，，/€ X ' . 如果 
对任何 A ：， 都有 

lim/.O) -KO, 

m 

则称序列 { UL 费 4 收敛到/，记作 f „ 乂 f . 

命题 7.3 对 Banach 空间 X ,设 { f n }% x ( ZX \ f e X ',则 

/.-^/^=>( i ) {( l /. il }：*! 有界. 

( ii ) 存在 A ： 中稠密子集 M , 使 
lim / n O ) — fOO , 当； c € Af . 

n 

证明大体如命题7.1，故从略..读者可作为习题自己完成. 
定义 7.4 设 X 为 Banach 空间，点集 AdX \ 如果4中任 

何序列都有弱 # 收敛的子序列,则称3是弱 + 列紧的. 

定理 7.3 设又是 可分的 Banaeh 空间，则 X '中的单位球 C / 

是弱 # 列紧的. 

证因为 X 是可分的，所以 X 有可数的稠密子集 >_} 二 ，.设 
{/.}：-； 是£/中序列，则对每个固定的(〜 ）} L 是有界数列. 
考察数集用对角线方法可以抽出{匕}：^的子序列 
{/„}?.„ 使得对任意自然数％ 都是收敛数列 • 

再由在 X 中稠密， {||/ n ||}?. t 有界，可见对任何 WX ， 数 
列都 收敛. 定义 

/CO "" 当 X . 

k 

t 

易证 / eX '. 故 证毕. 

这个定理已见于 Banach 的名著（见第一章§ 7末）中第123 
页.当时没有一般拓扑的工具，而且弱拓扑也刚被引进还未被入 
熟悉 ，一 旦有了这些准备知识，便不需要可分性的假设，而有 

定理 7-4 ( Alaoglu , 1940) 设 ; T 是 Banach 空间，则 A *' 中的 

闭单位球是弱#紧的， 

， * 



这个定理的证明可参见 [36 ]， 定理 IV.21. 

3° Banach 空间上的邐 近问題 

定理 7.S 设 F 是自反 Banach 空间X中非空的弱序列闭的 
子集.则于任何的 x ,€ X \ F , 必有 F ，使 

Ik. — y.li M inf \\x, — y|| # 

ytF 


一般称 y # 为 a 在 f 上的最佳通 近元， 

证 记 — inf ik, — y|L 由下确界定义，存 在元列 

{x m }% x CZF 9 


使 


lim jjjtg — — m m 


显然{^二是有 界集. 从定理 7.2, 存在子序列 {▲• 山V使 


因为 F 是弱序列闭的，故 y.€ 

设 f€X\ ll/ll <； I,则 ， 

/(*• — y #) •— x 9i X . 

； 

从而 

IK*. — y 0 )l — IK: • — ^» f )l 

I 

< lim It/ll Ik. — ^!! < ». 

i 


由典型映射的性质， 

||jr t — y ( || — sup 1/(* •一 y f )| < m. 

另外，由讲定义，显然 — ，总之 

Iko — y.ll — m — inf 11* • — yU # 

ytF 


证毕 • 

根据定理 2.7, 每个凸闭集都是弱序列闭的.所以定理 7.5 也 
可改写成 

定瑪 7.5' 垛 F 是自反 Banacli 空间 X 中非空的凸闭集，则于 


， 1^7 ， 



任何 X\F ， 必有 F ， 使 

Iko — y.ll - inf \\ x 9 — y \\. 

y fe f 

走义 7. S 设 < X ,|| • |1> 是 Banach 空间，如果对任何 y € 
X ， y f 1 UII — l | y || — 1, 恒有 

\\ccx + (1 — a ) y || < 1 , 当 OCa < 1. 

则称 < X ,|1 • 11> 为严格凸的. 

侖® 7.4 对 Banach 空间<^,|| • (|>,如果于任何 x , y € X 9 
* _ y , 从 >11 — 11*11 + !i y II 恒有 c > o , 使 r — ( y •则 
<x 9 \\ - ll > 是严格凸的. 

证 设 x ^ y € X ， x 〜 y , 且 1 W 1 — liyU — 1 ， 则于任何 ^ > 0 
及 a € (0, 1 )， 都有 ar _ r(l — a)y. 否则， oejt — c(l — oe ) y ， 

两边取范数得 《 - V(i _ «)， 与 ^ _ y 矛盾.由命题假设必有 
\\<XX + (1 — a)y|| < llajfll -h 11(1 — a)y[\ — i, 

当 0 <C ot <! 1. ' 

故是严格 凸的. ' 

推论 L ^[ a , b ] ( p > 1) 是严格凸的. 

根据命题 7.4, 以及关于 Minkowski 不等式的讨论可得. 
(参见江泽坚、吴智泉编《实变函数论》第二版，第6章，50 

定理 7.6 在严格凸的自反 Banach 空间义中， x 、 X 在非 
空的凸闭集 F CX 上恰有一个最佳逼近元. 

证首先，由定理7.5'， 心在 F 上有一个最佳逼近元*如果 
*0 在 P 上有两个最佳逼近元叫与即 

则于》丄+ «2)谷戶，从 


w<lk _“T 


l*o 一 《ill + 



可见 Ik 。 一础 一 m , 从而 

/ 

f 

ll(Xft — u x ) + ix 0 — 外 ）11 
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—Il2(x 0 — w)H — 2m. 

不妨设 w >0, 则 

(7 1) IK^q — u 0 H- (y 0 — u 2 ) 


>0. 


如果 〜今叫 ，贝 11 ^^\^^,由欠的严格凸性， 



即 

(A 也 ）+ (^―-^) < w . 

2 

与 (7.1) 矛盾.证毕. 

走义 7.6 设 JOO 是线性賦范空间 X 上的泛函（不必线性）, 


如果任给 *, - ^ x a 及 s > 0，存在况 > 0,使当》>汉时, 

X **) > — e. 

则称 JOO 是下半弱连 续的. 

例2对 Banach 空间 y 0 € X # 

•/OO — Ik — yoll 

是下半弱连续的.这可以如定理 7.5, 通过 

Ik — yoll — sup |/(x — y 0 )| 

来证明. 


定理 7.7 设 JOO 在自反 Banach 空间叉的凸闭集 &上是 
下半弱连续的.若有 { x m }：^( ZK 是有界序列，使 

JOJ — inf JO ), 


则 JOO 在 k 上达到极小值. 

证 由于 x 是自反的，{^二,有界，根据定理7.2，^}；^有 


弱收敛子列.不妨设从定理 2.7 可知’ x 0 6/ C . 

因为 JW 是下半弱连续的，所以任给 s > 0,存在 iV > 0, 
当 》> iV 时, 
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从而 




ini JOO — iimJCx n ) > J(x 0 ). 

tt tK * 

故 

7(x 0 ) — inf JOO. 

M 

证毕. 

值得注意的是在控制 理谂等 实际问题中，性能指标往往是下 
半连续的非线性泛函. 


§ 8费拓扑 

1。 历史上 ，从 Hilbert , F . Riesz 到 Banach 所研究的都是 
序列弱收敛.弱 收敛是 Banach 名著(见 第一章 S 7 末)的中心，正 
如 W . Rudin 所说，这 肯定是 Banach 对泛函分析 最重要 的贡献 
之一.但若只限于序列弱收敛，即使把所有 弱收敛 子序列的极限 
都添加上去也并不导致弱序列闭集.以致 Banach 被迫引 人诸如 
超穷闭包等复杂的 概念. 其实，当时 von Neumann 在1930年所 

引人的弱邻域概 念却是 非常简单明了而且极便于应用的.（参见 
[37], P.373) 

定义 8.1 设 X 为 Banach 空间， t 为 X 的对偶空间 • X 在 

0 点的弱邻域碁定义为所有形如下述的 点集： 

NCx lf … ， x H \e) 

A{x € X : U ;00 丨 < Sj / j — 1 ， 

这里 x ) 6 X ' f € — ( e ". ‘ • ， ej , 6 i > 0, j — 1, 

•，，， n , 都是任意给定的. - 

对 x 0 € X , 所有如下形式的点集 

+ 况(太 V ， - ;®) 

— {«€ X ： \x]Cx — x 0 ) | < e i9 / — !,•**, n} 

定义为在 x 。 点的篛邻域基. 

设 GCZX , 如果对任何都存在 z 的弱邻域基中的^ 
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便得 vac 9 则称 g 为篛开集.由弱开集生成之 x 上的拓扑便称 
为 Banach 空间 A ： 上的弱 拓扑. 

设 { x 9 } Z ^ C ： X f xJX . 如果对々的任何弱邻域总存在 
自然数 N , 使当 n 时，％ € 则称{^.}：-,按弱拓扑收敛 
到：“ 

容易证明： 

序列按费拓扑收鉞到 a 

W 

<=> X 9 - ， X 0 . 

例1 (von Neumann , 1930) 存在 / 2 中 的点集使 0 点 

是/的 弱聚点 ，但是没有2中的序列能弱收敛到 h 
von Neumann 曾考察 / 2 中如下点集 


% 广{1,1,0,0,“.}， ， 

jc u -» {1 ,0,1，0, • • .}， 

* • • * * • * • • ，第 一 '行 

x u — {1，0, …， 。山❶，…}， 

知 一 {0山2,0, … }， 1 • 

x 1A — {0,1 ，0,2 ,()，•••}， 

• • • • •. • • • — 第二行 

(8. 1 ) 1^2* — {0,1 ，0, •••，()，2,0，•••}， 



第》 — 1行 


这里 x km Q < n ) 只有第々个坐标为1,第》个坐标为々，而其它 
坐标都为0, 


• 171 • 




矣手會先 0_{0,0，* h } ftj 的弱來点. S 为对住惫 

给定的 y _ {习1，巧1， • • •} € z 2 及 s > 0，适当选取 t 与《便 
有 


l(h, ， y)l _ 丨 1 U + ^*1 < e # 

但是 j 中任何序列 {〜•}?_ 都不能弱收敛到 0. 因为若 { q }7- i 弱 
收敛，由命题7.1，{||巧||}7_有界.于是只能是表 (8.1) 中 
前有限行挑出来的，从而必有无限多个 A 出现在同一行中.这显 
然不弱收敛到 0. (例如，有无限多个巧出现在第5行，则这无限 
多个 A 的第5坐标都为1,不可能趋于 0.) 

熟知距离空间 中的点 ^是点集 M 的聚点必须存在 M 中的点列 
{ X »} n ^ i9 X m *,»— l t 2," •，使 X m -所以上述的例子表 
明弱拓扑空间不可能是距离空间. 


设 /0 O 是 Banach 空间 X 上的连续线性泛 


S 3 


显然 


pM — I / O ) 丨 ^ 

就是 X 上的一个半范数（见第一章§8)，且由 Hahn - Banach 定理 


可知， { p ,:/6 X '} 能分离 X 的点. 

推广弱拓扑的意思，设 { p . h ^ 是线性空间 X 上一族能分离 
点的半范数，以 

^ ia l9 •••，％; 8) 

旮 {*: p —00< s，r — 1, * • • , «} 

为0的邻域基，而以形如 


• • ，05»; 8) 

—— ^ o ) < e , ； — I ,--*, n } 

的集合 作为々 的邻域基，这样就由 { p a h ^ 诱导了 X 上一个拓 

扑. 

不难验证，线性运算 

{x 9 y^h~>x -f y, (i,jc)l—>Zjr t 


x f y € X 9 又 € C, 

按这个拓扑是连续的.因此，一般称如此的拓扑空间为线 性拓扑 
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空闾，遵常簡记为 l . t .*, 

我们在第三章§2中 B 经讲过凸的、苹衡的、吸收的点集的槪 
念.易见任何況(》1， …， 及 Xq -h Af ( cci ,* * * f a M ； s ) 都是 
凸的，平衡的，吸收的点集.这就导致我们引进下列重要空间. 

定义 8.2 由一个能分离点的半范数族所诱导的线 
性拓扑空间称为局部凸的线性拓扑空间. 

在 4 0年代中期以前，运函分析学家的兴趣几乎集中在线性赋 
范空间，最早关于局部凸的线性拓扑空间的理论大约是 J . Dieu - 
dom ^ 和 L . Schwartz 在 I 949 年的 工作. 它的一个主要推动力 
是分布理论 • （引自 [37]， P . 373) 

定理 设是局部凸的线性拓扑空间 X 中的凸闭集，若0 
€ Af 且 x $ ( M f 则有 X 上的连续实线性泛函/,使 

/(尤。）>1,且 当 

证明与定理 2.5 相似，读者可以作为习题自己完成. 

推论凡局部凸的非零的线性拓扑空间上都存在非零的连续 
线性泛函. 

2° Frechet 空间 

在第一章 S 8中，我们讲到 F —空间，许多作者都称 F —空间 
为 FrdcBet 空间，但本书将采用下列定义. 

定义 凡局部凸的空间都称为 Frechet 空闽. 

这大约是 N . Bourbaki 首先采用的术语.为什么要用这个 
术语？因为有了局部凸性，从定理 8.1 的推论便可保证一切非零 
的 F ^ chet 空间上都存在非零的连续线性泛函.事实上，§2中 
曾指出， F —空间耵 0,1] 上竟没有非零的连续线性泛函，对于这 
样的空间根本就谈不上对偶理论了 I 

在第一章 S 8 中,我们曾经通过可数多个半范数定义出空间 
落(£0, 貧_(公）及 Y ( R 0, 它们都来源于分布理论，在偏微分 
方程理论， Fourier 变换理论和量子力学上分別起到重要作用. 
我们已经证明它们都是 i 7 — 空间 # 既然它们都是由一族半范数生 
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成的，所以还都是局部凸的，从而它们部是 Fr ^ chet 空间. 

应该指出， Fr 6 chet 空间是性质最整齐且最常用的一类局部 
凸的线性拓扑空间,几乎所有关于 Banach 空间的基本原理，例如 
幵映射定理、逆算子定理、闭图形定理、 Hahn - Banach 定理，一致 
有界原理等等在 Frdchet 空 间上也都是成立的，（参见 [361, SV - 
2和 [8], SIL 5) 


习 



1. 设无穷矩阵（叫)满足 

sup (21-1) <00. 

由它定义的线性算子 - T * 为 

■ 2 ■ 1 ， 2，“.. 

卜1 

其中 * _ {§襄，§»”_•，苕 — 切|， *? a ， …，7 
试证明 r 是从 （《) 到自身的有界线性算子，旦 

II r || — ” )• 

2 . 设数列 {«- 有界.在^中定义线性算子 

y Txi 77 , ** «• 与霉 ，» — 1 ， 2 >-», 

其中， * _ {§«}> y ** 

试证明 _ r 是从 z 1 到自身的有界线性算子，且 

Urn - .upla.I. 

n 

3•证明上题中算子 r 是有界可逆的当且仅当 

inf |«.|>0. 

* 

4•设无穷矩阵（叫) r #-, 满足 

2 (2 卜"卜） <00 . 

由它定义的算子7'为 

y — Tjt : in — 2 » Is 2, •••• 
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其中 jr = y =* {”!*}. 

证明 r 是从 到以 的 有界线性算子，这里4<<»， 



5•设 X 是 Banach 空间 ， B € ^(^),如果都是有界可逆的，醜 
AB 也是有界可逆的，且 

iABY 1 - 

6•设 X ， Y 都是线性赋范空间， T €^( X , y \ 试证明，如果 r 是有界 

的，则零空间 ^( T ) 是 闭的. 

反之，当 N ( T ) 是闭的吋， r 一定有界吗？ 

7.设 X 是线性賦范空间 ，》，V 如果对; f 上任何连续线性泛函/， 

都有 则 * « 

8•设 X 是 Banach 空间，试证明对任给的 x ^ X 9 

||x|| - 5up{|/(*)|：/€XS U/ll^1}. 

9. 设 KO 是线性賦范空间 X 上次可加，正齐次实值泛函，即对任意的 

* 9 y € 久，« € C , 

K* + y)<K*) + Ky )， 

K«*) =» l«|K*X 

如果 K *) 在 r ® o 处连续，则 p (*) 在 x 中每点都连续 • 

10. 设 K *) 是线性空间 x 上的半范数，则{»: 〆 >)<，} 0> o ) 是个 

凸集，而且是平衡的，吸收的. 

u . 试证明凸集的闭包是凸的，平衡集的闭包是平衡的，吸收集的闭包是 
吸收的. 

12•试求出 L '[ a 9 b ] 上有界线性泛函的一般形式 • 

13 •试利 甩一致有界原理证明 HeUinger - TocpUti 定理（即命® 5 \ 
设都是 Hilbert 空间 H 上处处有定义的线性算子，且 

( A , >)««(*, 5 y ), V:， y € 

证明： A , B 都是有界的， 1 

15•设 X ， y 都是 Banach 空间， /). 如果 T 是单射的，则 

T - 1 是闭 算子. 

u •试 证明： 如果 r 是闭算予， _ r 的图形 <?( r ) 是闭的 • 

W .设悬恥财 ch 空间 x 中的点列，如果对任何 /€ X '， 
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2 UOn )|<+00， 

■ at 

M 存在正数对一切都有 

2 l / C *.) l <^ II/L 

is •试证明：无穷维线性賦范空间的对偶空间也是无穷维的，有限维线 
性賦范空间 X 的对偶空间 t 也是有限维的，且 dimX - dimX '. 

19•试 证明： Banach 空间 X 是自反的当且仅当； T 是自反的. 

20•设 X ， y 都是 Banach 空间， TlX — Y 是保范同构映射.证明 r 
的 Banach 共轭算子 T 是从广到1的保范同构映射.因此，如果 
则 X = Y ^ 这里“岂”表示两个 Banach 空间是保范同构的. 

21 •设 X ， Y 都是 Banach 空间 ， T € ^( X , Y \ 试 证明： 如果 7* 是有 

限秩的，即 R ( r ) 是有限维的，则 T 也是有限秩的，且 

dimfi ( T ) « dimRQT X 

22.证明引理 6.3 和引理 6.4. 

23•证 明： 〃中点列的弱收敛与强收敛(即按范数收敛)等价. 

24•在 LP [ a y b -\0< P < oo ) 中作一个弱收敛，但非强收敛的点列. 

25•设 {*_} 二, CC [«， 6]， * € C [ a f b] m 证明：如果 则 

伙 ■(*)}: 麵. 

逐点收敛于*0)，即任给*€[«，*]，都有 Hmx^O * <0. 

n 

•设 X， Y 都是 B * a*ch 空间， r € ^( X , Y ). 证明： 

如果 *■ —则 Tx 9 —^ Tx ^ * 

W 

27. 设 A / 是线性赋范空间 X 的子空间， t , ―*^ 8 ，则* ( € 

28. 设 X ， y 都是线性賦范空间， x ^{0 } m 试 证明： 如果 2( X ， Y ) 是 
B * a * ch 空间，则 y 必是 Banach 空间 • 

29. 设 X 是线性空间，11 • Di 与 II • lh 分别是 x _ h 范数.如果凡按 
II - L 连续的线性 g 函也按 U • IU 连续，则必存在常歎 «>0, m 
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30 •设 X ， y 都是 Banach 空间 ， T € i?(X ， y). 如果 R ( T ) - V . ])tj 
存在常数 M > 0 , 对任何 y € Y , 都有 f € X , 使 

v ■ 且 il*ll<M|lylL 
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第四章有界线性算子谱论 


U 有界线性算子的谱 


还是回到线代数，我们知道有限维空间 x 上的线性算子 m 
特征值概念是十分重要的.设 r 的特征值为 •••，&. 则 x 
便可按这些特征值分解为 r 的况个不变子空间^ 2 , •••, 
AT 的直接和 

X 義 ㊉* ^^2® • ••㊉ 

这是关于算子 r 的结构的重要结果.全体 h， 々_〖，•• •，/ ^，按 
下面的定义来说，便是算子: r 的谱 减 r)， 它是耋要的相似不变 
量.这瘙对一般的线性变换 r 来说的，如果对自伴的变换，或 
Hermitc 矩阵来说，特征值的意义就更处于显要的地 位了, 无论是 
从纯数学或物理学来看都是如此. 

1 ° 算子的预解式与谱 

以下总假定 X 是非零的 Baaach 空间， 了€女 U), / 是 X 上 
恒等算子. 

定义 U 设 m c ， 如果又/_ r 的值域及(" 一 r)=x, 
且（又/一 r：T€ ^(X ), 则称; I在 r 的预集中，记作 xepiT }. 
以下有时也把 （A/ — r：r 简记作 R ( 1 9 T ) 9 并称它为 r 的预解 

式. 

若有 f _0,使 U / — r)x_o , 则称 i 为 r 的特 征值 ，或 
者说 a 在 r 的 点谱中 ，记作 i € a f CT \ »称为 r 相应于1的特 

征元. 

如果;I不是 r 的特征值，则 w _ r 是单射的.此时值域可 
分成三种 情况： 

(i )/20 i /- r ) _ x , 此时 ii - t 是有界可逆的，即 
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(ii) Rill - f) - X, 但 Rill - T)^= X, 则称 il 在： T 的 
连缜谱中，记作 l^^CTX 

(iii) Rixf ^ T ) ^ x, 则称 l 在: T 的剩余进中，记作又 € 
< rXT \ 

显然， A ( r )， tr ,( r ), i ( r ) 彼此互 不相交 ，且 

&⑺ u 〜⑺ u 〜 a ) - ever ). 

s 

我们定义 r 的谦为 

( r ( DAC \ p ( T ), 

即 

cr ( r )- tr ? ( r ) u ^( r ) u ^ CT )- 

如同第三章 s 1中对 （/ 一 AY \ A € S ^( X ) 的讨论，现在 
对 re 父00 ,形式上 


于是 



当 ui>imu 


/2< Xr )-+ [/+ ，当 UIH ， 

因为用 X/-T 分別左、右乘上式两端，易见其右端为 /• —般称 
上式右端为及 U , 了）的 Neumann 级数. 由此可得 
定理 1.1 若 UI >吖|1,则 i € pCT ) 9 或者说 


cr(r)c=u：ui < IITI 1 }. 
设 ^€#> cn , 形式上从 


i 一 r _ (卜又•) + (々 一 r ) T x ~ i - i , 

v 一了 
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-^ / + S (— i ) • 土二^ ， 

1。一 r L Va 0 — T / J 

当 u-Aoi<iiao/-rr i ir. 

可见当 u-^i < ikv - rr i r i 时 ,; iep(r )， 并且 r(i,t) 
在 h 附近能展成 A —& 的幂级数，即 


， 一 〜 

r ( x , t >- rcx 99 t ) z+S (- i )*/ ea 0 , r )*(^ - x 0 y , 

L « v « 1 J 

当 u-xoi <iia 0 /-rr*r i . 

据此可得 

定理 1.2 p(T) 是复平面上开集，从而 a(T) 是闭集. 

定理 1.3 设 X 为 Banach 空间， T € ^{X\ 则 tr(r')- 
〃(7)，且 

Ra , r )- R ( i » ry , x € ^ ct ). 

如果丑是 Hilbert 空间 ， y ( W ), 则 

a( ： T*)^ii ： ie(KT)} 9 

且 

r ( i 9 r ) 搴， 又 € P ( r ). 

证 设 T € y (； o . 如果； i ^( r )， 则; u - r 是有界可逆 
的，由第三章 s 5 中定理 5 J 及定理 5.1 可知 a / - r - OJ — T ) 
也是有界可逆的.且 

KU , r ) - a / - r )* 1 -[(足/ - ryr 1 

- [ U /- rr i r -« J RCi , ry . 

即 x € p ( r )- 

反之，若 Mp ( r ')， 则 

及(又/ 一： r ) - X '且 NU ! - TO - {()}• 

根据闭值域定理（第三章 S 6定理 6.4) 可知 K ( Z / — r ) 也是闭 


的，于是 

RCii — r) - w(" — r) - °{o} - x, 
noj _ r) _ °Riu — r) - °(x^) — {o}. 

故 x€p(r). 总之 p (r)- P (:r), 即 cr(j)-crcr). 


， m ， 



对于 Hilbert 空间//及74 /〔只）•设>^夂：0，则又/—1 

是有界可逆的.于是由第二章§ 4定理 4.1, A /- T * - a/-rr 

也是有界可逆的，且 

RCi,T m ) - a/ — r*y i - [u/ — ryr 1 

一[(又/ - r )- 1 ]*- i ? a , r >*. 

故 i € p ( T m \ 

反之，若 i € P ( r *)， 由前证，但由前引定 
理4_1，还有 w 垂 r ， 故 x € p { T \ 总之 ocr -)- {xixe 

p ( r )}. 亦即 ^ r *)- { xu ^( T )} # 证毕. 

例 1 考察 C [0,1] 上的算子 

CTxXO - j] 尤 (0 厶， r- x0)€ CtO, 1], 

其值域为 

/2( r ) _ { K 0： y (0 在 [0, 1] 上有连续导数，且 y (0) - 0}. 

显然1 从而 RUl ^ C [ 0 y ih 此外，从 r：c - 0易见 

Jf - 0,故 r 是单射的.总之，0€ t 7,( T ). 

事实上 ， 0是 T 的唯一谱点.如第三章 S 1 中例3,可以证明 

Hm ||7*||^ - 0. 

n 

根据下文的定理 1.7 有 tr ( T ) — {0}. 

这种使 〃( r ) _ {0} 的有界线性算子，通常称为拟幕零算子. 
它的谱虽然最简单，却是有界线性算子谱论中最难办的一类算 

子. 

例2考虑 L J [0, 1] 上的乘法算子 

(Tjt)O) — ' :(#)€ L J [0,1] # 

不难证明 

江⑺ 一 t(T) 賴 [0,1]. 

事实上，对任 m 是 [ o , i ] 上有界连续函 








数，而且乘以 a - 0" 1 的乘法算子恰好是 （1/ 一 Trs 故 
p ( T ). 当 [0,1] 时， 

[(又 / 一 T^xKO 一 （A — f>CO — o , a . c * 于 [0，1]， 
显然只有零解 x (/)-0, a . e . 于 [0,1]， 即 U - T 是单射的.又 
因为 Cl 一，) _1 ^ 2 [0,11，故 ^(0 = 11/201/— r )， 即 ROJ - T ) 
^ L 2 [0 yll . 另一方面，假设 y € L 2 [6, l ], 任给 e >0, 由积分 
绝对连续性，存在5 >0,使 

f JyO ) l 2 山 < s 2 , 当五 C [0,1] 且 mCEXd . 

JM 


.(0 


记 E ,— U — 5/3，又 + 5/3] n [0, l ]， 则 m (£ a )< 

(又 _ 0 _1 y (0， ^ to , i]\e X9 

,€ A . 

易见心€1^[0,1]，且 

11(2/ — r>, — y\\ 2 


令 


rU 

ta . 


一 j 。1( 又— 0龙*(0 - dt 


B % 


\yOWdt < s J , 


故及（又 7 - r 5 


乙 2 [0，1].总之， 

a ( r )- er tf ( r )_ [0,1]. 


故 


2° 抽象解析函数 

定义 1*2 设 x ( Z ) 是定义在复平面的区域 D 内，取值于 
Banach 空间 X 中的抽象函数. 

( i ) 如果:对任何 lc € D 9 

都存在，则称 <0在 D 内强 解析. 

( h ) 若于任何/€ r , 复值函数 Kr ( o ) 都在 z > 内解析，则 
称 1(0 在 I ?内弱 解析. 

显然在1>内强解析的函数都在2> 内弱解析,其实輯们还有 




i 




定理 1.4 在区域内弱解析的函数 *00 —定也在 D 内強 


解析， 

证对任何 D , 当然有 Z) 中的 Jordan 曲线 C 及区域 
•，使心€/?。(=(：的内部 crCUC 的 
内部 CD (如图 4.1 所示).由 Cauchy 
积分公式，对任何及 l t € R 0 
有 

0.1) ，(心 0) 

_ 丄 f K X W ) dXm 

2yt$ J ， l 一 

设 4 - A, 1。+ g 都在 R d 内，则由 



mmm - : - < - 二 - -- 

A — 玄 义一又 0 — A)(i — Z 0 ) 



(又一又 0 — A)(l — 2 0 — 犮 )( 义 一 JU ) 

便有 
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-JLf _ _ _ 一^九 

2 jri )c 一 又 0 — A)(l 一 X 0 —犮 )( 又一又 o ) 

注意； U ， l 0 + k ， lo ^ g 都在 R 。 内，于是与 C 上任何点的距离 
都大于某个正数，从而 （1.2) 式右端视为 /€ X ' 的泛函，关于；1 0 + 
A , 々 + £€7?。是有界的，考虑 X 到 X "之典型映射的保范性 


质，根据 


•致有界原理，存在常数 M >0, 使 

‘ sup 1_ :( 足 0 + A) — x( 又 0 ) 

|A — g | h 

_ + 发） 一 又 <t) ll ^ ^ 


于是对任何 A .— 0, 
因X是完备的，可见 



是 Cauchy 序列. 



3 P (义0 + 厶）一 X (又 0) 

h 


存在.证毕. 

这个定理的好处在于弱解析性比之强解析性容易验证.根据 
这 个定理 ，对抽象函数 不必再 区分强、弱解析，而统称之为解祈. 

命 a 1.1 设 xOO 与 yU ) 都在区域 D 内解析，若 {X.}：^c 
D 有一极限点在 z> 内，且 

*( 又 •）— KD， 1， 

则 

:⑴ _ yW » 

这容易利用弱解析性及经典复变函数论中唯一性定理来证 

明. 

定理 L5 (乂 £• Taylor, 1938) 对 T € ^( X ), 恒有 

< r ( r ) ^ 0 , 

证 在定理 1.1 之前我们已经证明 
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在 m>[mi 时，按算子范数收敛.容易证明 

— 0,当 Ul — oo . 

如果 cr ( T ) - ^5 , 则如定理 U 2 的证明， R (； l ， r ) 在复平面上任 
何点々附近都可展成 i 一; I 。的幕级数，因此及 O , T ) 在全平 
面 解析. 从而对任给的 及 X , /(12( X , T » 是 i 的有 
界整函数. 由经典复 变函数论中的 Liouville 定理， 

由/及^的任意性可见， /?(^ T >- 0. 这不 可能. 证毕， 

形式上 - 

_I_ 1 _ — 蚪一 X 

x —— t /* - t (又一 — r ) 

故 

(13) /?0,T)- U - A)/?(^T)/2(^,T), 

当 A ， p(T). 

这只须用 u / — r )( p / — r ) 乘上式两端即可证出 • 公式 （1.3) 
证起来简单，但是很有用，人们特称之为第一预解公式. • 

3°镨半径公式 

设 r e ^( x ), 由第三章 s 1中定理1.2， iim ur * lp 总存 

鼻 

在，下面我们进 i 步证明 

定理 1.6 设 r € ^( x ), 则当 ui 时，级数 

s i m T ^ 按算子范数收敛•且 

• o 1 

A 

(1.4) W)- 及 “ 7 '• 一 、 

-•1 

这里 r _ /• 

证 令 r — lim 对任给 s >0， 若 + 

M 

则当 * 充分大时， l | T » f-<r + ~ 9 从而 


蜃 
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< Ul '" <(r + s)“（r + e /2)*^, 

故级数 i ] H - 1 在 U | > r 时是绝对收敛的，又700是 

m^X 

完备的，故根据第一章习题23,级数按算子范数收敛. 

CO 

通过直接验证可知，以 H — T 左，右乘乏]都得 

/,故 （1.4) 式成立.证毕， 

定义 1.3 设 r € 义00,称 

r(T)A SU p |x| 

1C 9iT) 

为 r 的谱半径_ 

定理 1.7 (谱半径公式）若 7^ y ( X )， 则 

r(r) - limlirT' 

n 

证令 r ， lim || T *|| l / *. 由定理 1.6， 当|又|>1*时•无€ 

n 

p ( T ). 故 a ( r ) eU : U | < r }, 即 r ( T )< r . 只须求证 

r ( T ) > r . 

由定理 1.2 证明可知，反 ( XT ) 在|1| > r ( T ) 上解析•于 
是对任意的/€ (^( x ) y , / o ? u ， r )) 是 ui > r ( T ) 上的复 
•值解析函数，又由定理 1.6 

R ( X 9 T ) - 2 rT * -1 , 当 Ul > r . 

?是得到 K 及 U ， T )) 的 Laurent 展式 

_ 

/(/2( X , T ))- 2 r */( r --0, Ul > r . 

根据复值解析函数 Laurent 展式的唯一性，上式在 Ml > r ( T ) 
上亦成立，于是对任何 e >0,级数 

i] IO(r) + e )im 

收敛.故于任何 /6(^ cx > y , 都有 M / X ), 使 


■ 
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|f((r(r) + 1 )| ^M f9 1 ， 2 ，" ％ 

由第三章 S 4 中命题 4 .2,存在常数 M > 0,使 

H(r(r)+e)—1,2,*-. 

于是 

||r*||<MCr(r)4-e)- +l , n 議 1,2, 

故 

r — lim \\T m \\ a < r(T) -h 8. 

m 

而《是任意的，所以 r < r ( T ). 证毕 • 

4° 移位算子 

“最重要的，也是在 Hilbert 空间理论的一切部分中都起着 

w 

重要作用的单个算子是单侧移位”.（见 [16], 第31页） 

设 {UL 是 Hilbert 空间 H 的一个正规正交基，则 攀边移 
位算子 S 定义 如下： 

心•— G + i ， 》 — 0，1，2,…， 

即 

* — {fo> Sit $2>* • •} * ~^ h _ {0, ？0,专1，？2, • • •}• 

易见 S 是保范线性算子，即 

11^11 — 11:11， Vjt € H . 


设 y — {”•， m ， ””“•}， — {fo, 心， C 2 ，-"} •则 


m 


(5 x ， y ) _ 2 


因为 


故可得 


即 


( Wy ) - 2 沾. 


(办， y ) — ( x ， Py )， W ， y € H 0 


& _ 叩 + i，i _ 0，1,2 〆 "， 
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— {nii nz» - - *}. 

_ 般称 P 是向左(或后)移位算子. 

设 r — 《％下面讨论 r 的一些 性质. 对 y _ {n 
€ H ， 

(r 一 XOy — 5*{ 取 ， n • "} 二 。，” ” 

— {” 1 ， ”2, 屯， .• •} 一 U 价，足爪， 又 Til ，•••} 

_ hi — ^ 9 V2 — 4l， *?3 一 ^V2 9 •••}• 

要想（了 一 Xl)y — 0,必须且只须 

7), — Xri iy rjt ― Irn , tj s — Z7j 29 • - *. 

即 

(1.5) y — {^o*^?lo 9 ^o» ** •} • >Io{l ， 又，又 2 , •. .}• 

显然， >- no { l , ^ W # 0) 当且仅当 UI <1•总 

之 

(1.6) a / T ) - D 会 U : UI < 1}. 

且 

(1.7) dim N(T - lO - 1，当 D . 

因为 s 是保范的，故 PU - 1. 又从第二章 S 4 中定理 4.1 有 

M 

||5*|| - \\S\\ - 1 . 于是 

D - j,(5*)C ： tr(5 # )cD. 

又因 < r (^) 是闭的，故 ^(5*) - D . 根据定理 L 3, cfiS ') ^ D . 
对怎一 {&，&，€*，•••}€ W ， 从 （5 — X/)x — 0,可得 

—又 So — 0，套猶一 — 0， # i _0， l ，2,“' 

故满足 U |<1 的任何; I 都不是 s 的特 征偉. 又 12(0. 显然不 

在 H 中稠密，所以关于 S 还有 

<T P {S) — 0 , 0 ^ a r (S\ 

以下再看 r 的另外两个重要性质. 

命題 1.2 RiT 一； I /) _* H ， 当 1 € />• 

证先证 i ?( r 一; I /)是 闭的. 注意， cs - in m ^ s *- u ^ 
T - xh 根据闭值域定理（见第三章§ 6 中窠理 6 . 5 〉，只须诋明 





及 (s— W) 是闭的.因为 s 是保范算子,于是对 D 9 

峰 

IKS —又/):||>| ㈣ l — IIMI 

—(1 一 U| )||^||, Vx€ //. 

由此可见 RCS - XO 是闭的. 

又根据闭值域定理（见 第三章 S 6 中定理 6.5) 可知 
R(T — XI ) — N(S — XO L — {0 } L — H . 

证毕. 

命埋 1.3 V N(T- II ) 

X ^ o 

这里\/ A 表示线性流形线性张开的闭包. 

证记上式左端为 j 9 若 {叫，<*1，七，… } € H 与*^正 
交，即 } 与/中每个元正交，由 （1.5) 

J?o(4 云 1 又 + 心又 2 + •_•)_()， Vl € D 9 

根据幕级数性质，便有 

a 0 — a t — a 2 , — ♦ * * 嫌 0* 

证毕. 

M. Cowen 和 R. G. Douglas 在1978年提出一类与复几何 
密切相关的算子类 B n ( D ). (详见[ 23 ]) 

设 D 是复平面区域， BXQ ) 表示 Hilbert 空间//上满足如 
下条件的所有算子 r 的集合 .• 

⑴〜⑺-公， ' 

(2) dimN(T —又/) - Q 9 

(3) W- V NQT — I/), 

X 60 

(4) H — R{T — IV )， l € D . 

综合以上向后移位 r 的 性质： ao 与 （1.7) 式，命题I. 2 及命 
鼴1.3,正说明 T e 
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5 2 射影算子与约化 


1°射彩 

在线代数中，我们已经看到空间分解与算子的结构密切相关， 
所以下面要讲的射影的槪念是自然的. 

设 X 是 Banach 空间，若有 X 的线性流形&与；使 

X - 

这里 © 表示直接和(参见第一章§ 2). 

考察变换 


Pr — 巧，当 r _ a 十 z 2 ， 4，/ _ 1,2. 

容易从直接和的定义证明，对每个 x € X ， 恰有一个力€ &与之 


对应，因此变換 P 的定义是完善的.容易证明， P 是; t 上处处定义 
的线性算子.人们称为与{不,&}相关的从; C 到不的 射彩. 


从几何的观点看， P 就是从 X 沿着 X 2 的方向到 X ,上的射 

影. 


定理 2.1 设； C , 与&都是 Banach 空间 X 的子空间，使 

则从义到 X ,的射影/>是有界的. 

证根据闭图形定理，只须证明 P 是闭算子即可.设 { jtJK 
X ,使 

X» — X" Px M x^° # 

则 

Um(jr •— PxJ - 

m 

注意 Px ^ X ": •— Px m eX it 而 X ,, X 2 都是闭的，故 X x9 

x ( 0 2) ^ X 29 且 *, _ # + 4®. 由射影的定义，便有 Pj ：。_ 即 
P 是闭算子.证毕. 

定义 2.1 设 X ,与不都是 Banach 空间 X 的子空间，使 
叉一戈 ㊉ 不，则称尤与 X 2 是拓扑互补子空间，称不是戈的 

拓扑补. 

在第三章 S 2中我们已经指出 f —躲无穷维的 Banach 空阀 




叉与欧氏空间不一样，并不是任意子空13都一定有拓扑补.即使 
义是 或 IKP _ 1、 这样好的空间也不行 • 

对于射影算子，从定义显然 

P 2 x — P ( Pjc ) Fac l — — Px 9 当 *€ X . 

即算子 P 是幕 等的： 

P 2 - P . 

从代数的观点看， 

定理 2.2 设/>是 Banach 空间 X 上有界幕等的线性算子，则 
^t^{x：Px — x}, ^^{xiPx — 0 } 

是拓扑互补子 空间. 从而 p 就是与相关的从 x 到/ 
的射影. 

证 从 p 的连续性，易知 Jr 都是 x 的子空间.若有 

贝 ij 且尸; t •一0，、 故 ^- 0, 可见 

^ — { 0 }. 对任何 x € x 9 当然有 

X — Px + (* 一 Px ). 

因 P 是幂等的，所以 Px € 尤 x - Px € ^ r . 总之 

X - /㊉ 太 

证毕. 

2°有界线性算子的不变子空间与约化子空间 

泛函分析的一个迄今远未解决的重大问题是要对一般线性算 
子的结构得到完全的了解，而算子结构理论中最基本的概念，也是 
迄今研究的主要对象即下面要讲的不变子空间与约化子空间 • 

以下恒设 X 为 Banach 空间，2^ 父 OO . 

定义 2.2 对 X 的子空间 dT ， 若 

r(^r)c^, 

则称 j 为 r 的不变子空间 ，通常简记为 ^ ^ Lat T . 

定理 2.3 如果 T € 200, P 是 X 到子空间/上的射 
影，则 


€ L & tT<^TP — PTP . 
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tI 如果 任给 x $ X ， TPx € 

M 

PCTPx} — TPx m 

反之，任给 M ^ 由假设 rp ■ i> ： TP. 则 Tx- 

TPx^ PTPx^ PTx€ ^T m ^ ^ e LatT. 证毕， 

不变子空间 问题： 

是否每个 TesfCX ) 都有非平 it 的（即#于 {0} 

与 X 者）不变子空间？ 

自从 1954年 Aronszajn 和 Smith [22] 证明 Banach 空间 

上的紧算子都有非平凡的不变子空间以来，这一直被认为是算子 
理论中的大问题，累攻 不下. 直到 19a4 年， C. J. Read [35] 在 

Z 1 上构造出一个有界线性算子 ，它 没有非平凡的不变子空间.但是 
对 A： 为自反空间，特别 Hilbert 空间的情况，不变子空间问题迄 
今仍没有答案. 

显然对 Lat r, 可以产生一个从 j 到 j 的有界 
线性算子 

(了 |*^)无 — Tx , 当 xH • 

称为 了在/ 上的限制攀 

定义 2.3 若/与^是 X中拓扑互补的子空间，又都是 
r 的不变子空间，则称约化7\也称 y 为 r 

的约化子空间. 

如果彳约化 r , 那么对 r 的研究可转化为对较小 
空间上的算子与 r|y 的研究，所以 x 的这种按照7'之 
约化子空间的分解 x _ /㊉/是十分重要的. 

定理 2.4 { 约化 r 必须且只须 

PT - TP 9 

这里/>是与 jir \ 相关的 从叉到 ^的 射影. 

证由假设尸是从 x 到^的射影，/ 一尸是从久到^的 
射影.根据定理 2.3, 
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约化 r 

— PTP JL TCI — P ) « (/ _ P ) T (/ - P ) 

<=> T F ** 尸 7\ 

证毕. 

这个定理证明不难，但栢当重要，它告诉我们，要考察: r 的约 
化子空间，只须研究 t 的换位 

父 ao 且 /了 一 

中的幕等算子. 

3。 F . Riesz 空间分解定理 

为了证明 Riesz 空间分解定理，我们需要考虑抽象函数的曲 
线积分. 

设 C ； z - zO ), 0< t < l 9 是复平面 C 上可度长的，简单 
的光滑 曲线. / C -) 是定义在 C ： 上，取值于 Banach 空间 X 中的连 
续的抽象函数. 

对 [0, 1] 的任意分划 

逆： 0 _ »• < I < < …<，• 一 1, 

取巧 —〆》,•)，<— «(//), 又 « af # — 

7_=1 ， 2.，…，” •令 || 您 ||A max 1 1 } — t } ^ I . 如果 

n 

lim S 

li 霣 i 卜 a JZ \ 

存在，则它也是 x 中一个元，称为/00在 c 上的积分，记为 

(fOOdz M lim 5] 

J c tav^a jz \ 

如一般复变函数论教科书上的处理（参见江泽坚《复变函数》， 
人民教育出版社，1 95 1,§ III .1) —样可以证明，对 C 上连续的抽象 

函数 /0 O , 积分 fU ) dz 必定存在.又如定理 1.4 的思想，我 

J C 

们总可以把强解析函数的问题转化成弱解析函数，从而可甩经典 
的 篡变函 数论来处理，由此不难证明，对于抽象解析函数也有 
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Cauchy 积分定理. 

设 Te 其谱 cr(T) 被可度长的，简单的，光滑的闭 

曲线 C 分成与内两部分，其中 o *, 在 C 之内，而 cr: 在 C 之 
外(如图 4.2). 则下面的 Riesz 空间分解定理告诉我们 r 必有非 


平凡的约化子空间. 

定理 么5 (F. Riesz, 1913) 设 Y ( X ), 其谱如前所 

述，则有 T 的约化子空间与，使 

X — ■㊉ 

— a h j — 1 , 2 . 

证 以下将 /2( U ) 简记为 K (§), 定义 



~ti\c 收他 


则尸 €2( X) /往证 F 2 -P. 

注意 m ) 是 p(r) 上的解析函数，设 C' 是 p(T) 内另 
—条可度长的，简单的，光滑的闭曲线，使 C 及 q 在 C' 之内， 
A 在 （T 之外(如图 4.3). 



由抽象解析函数的 Cauchy 积分定理， 
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于是 


(2^ i) 2 P 

由第一预解公式，则 


C 




(2tt/) 2 P 


c 


4 -尺“)地 


\ c R ( ^\ c ^^ J dv 


R(if)dTi 


乃一 § 


dl 


— 2nri j ^ R ⑻ dg 一 0 — ilniyP. 

故 P 2 麵 P •令 

- px ， ^r 2 一 (/ 一 p)x # 

易见 

— { x：Px — *}, ^ t — {*：?* — 0}. 

由定理 2 . 2 ， x - ㊉ / 2 , p 是与 {^ r l ^ t } 相关的从叉到 
的射影 • 

注意与 R “) 总是可交换的，即 

/2( f ) R ( i ,)- /2(巧)及(会），当互， i,€ p(T), 

故由 P 的定义有 

( 2 . 1 ) PRM- RMP. 

两边同时左乘并右乘以！?/ 一 r， 可得 . 

( ij / 一 T)P - P( v l _ J). 

故 TP - PT . 由定理 2.4, { j " 约化7\ 

从 （2.1) 式可见 {^ t t9 ^ t 2 ) 也约化 Rir {) 9 从而是 
/2G) 的不变子空间，对任意的 P(r). 这说明 p(r)c P (r | ^r,*) 
(习题 7), 即 

(2.2) a(T|^r,.)Ca(T), ; - 1,2 # 

往证 aCTl^rjCtr,. 对 令 
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及 c 


~ h \ cV ^ T dS9 


则 y ( x ). 而且 為 也是心的不变子空间•又 
(£/ - T)/2 C — RiCCI 一 T) 





R Q^)dz 


--- ( R (^ z)dz ~h ( —■dz • I 

2 mi J c 2 ni Jc » — f 

_ f - P , 当 f 在 C 之外， 

当 f 在 C ： 之内. 

设： r 6 ^ x9 则当 f 在 C 之外时， 

(£/ 一 T)( 一 R^)x — ( — Rc)(Cf — T)x 

Px 一：. 


故 （a — T \^ t r i — r c \^ x 在 c 之外存在，据此 


即 


P ( Tf ^ t )3 C 之外部. 


a ( r |^ Occ 之丙鼠 

再由 (2.2) 式， 

(2.3) a ( T | ^/^ Co-CDn C 乏内 "部 - a " 

同法可以证明 

(2.4) aiT \^ 2 ) da 1 . 

以下来证， a(T I ,) - a 1# 否则有•从 

(2.4) 式， 

p(r|> 2 ) ： DCV2 ： Dcr ,， 


故^ € P (7 M 从而 

是 ^ 上的连续线性算子 （ i _ 1,2) .令 
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资“ + iU ( g .)(》一 外 

则注意任给 x €X 9 总可表成 

x — x, -f x 2f Xj€ — 1 ^ 2 ^ 

于是 

犮 y 及 urM .) 尸 U , + A ) 

+ r 心⑹ (/— P)U + h ) 

- 由 Rur.QJx, + /?ur t (5.)^. 

注意 ; — 1,2，于是 

a / - T ) R U X 

- CU - r I ^,)/ 2 ^,(?.>, 

+ — T |^ 2 )/2^ a (^)4 f , 


(U - T )^, (1 - I . 


同样可证出 

& 0 (f./ — 了)麵1 

所以 ?./- r 是有界可逆的，即 5.€ p ( T ). 但这与 §. ea , C (7( r ) 
矛盾. 

同理可证， a ( I r ^ 2 ) — 0- J . 证毕 • 


§3紧算子 
1°紧算子的定义及其性质 

数学物理方法中许多问题可以转化为积分方程来处理，所以 
积分算子是很重要的有界线性算子 • 1918年左右 , F . Riesz 把积 

分算子推广成下文所谓的紧 算子. 

以下恒设 A ■为 Banach 空间 • 

定义 3.1 设 A€： ^(X). 若 2 把 X 中每个有界集都变成列 
紧集（即于有界的 { xJr ^ cX , {Ax 9 }： mi 恒有收敛的子序列），则 

称2为 紧算子, 或者 全连续算子， 
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定义 12 ^ Ae W(>0, 若 dimRCA )<( X > 9 则称 J 为有 

限秩算子. 

例1凡有限秩算子都是紧算子. 

设 ^( X ) 是有限秩算子，从有界性可见 d 变X中有界 
集5为 R ( A ) 中的有界集 A ⑻. 现在， dim/?00<oo， 故 
A ( S ) 列紧，于是 A 为紧算子. 

例2设0是0 < h 1上的连续函数，则积分算 
子 

iAxXO — | KQs 9 t ) x ( e ) dt ^ 当 * — xO )^ C [ O f 1], 

是 X- Cto.l] 上的紧 算子. 

根据 Arzeli-Ascoli 定理（即第一章 5 6 中定理 6. 4 ) , 这只须 
证明X中任何有界集 U:U 邶在3之下的像是一致有界且 
同等连续的 ./ - 

〆 • ♦ 

设 Af — sup |尺(5, 01,贝 

< A/ I I*(01 dt < MB % \\ x \\ < B m 
这说明像集的一致有界性. 

其次，从的一致连续性，对任给的€ >0,由有 
0，使 

\ K 0 l 9 0- KCs , 9 0\ <8,当 k — 

从而 

I ㈤“ ）一 ㈤ U) I 

< J] \K{s i9 0 - KOz* 0 IkWI 厶 

< e j |*(0I^* 

<B 8 , 当 ||*|i < B t l^-sal < d # 

这表明像集的同等连续性. 

例 3 / 2 上的恒等算子/非紧算子* 
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考察 


e 9 — { 0 , … ，0 , 1 , 0 , •••}, n — 

则 Ik* II _ i , 而 

\Uj — e k \\ — a / 2 , 当 > 与 

故 1e 9 — e n9 « — 1, 2 t • 没有收敛的子 序列. 从而/不是紧 

算子， 

以后，用贫 U ) 表示 x 上全体紧算子构成的集合. 

定理 又1 设 Af € < ru )， 内 € C , l ，2, B €义（尤)•则 

( i ) a x A x -h 賞（又）. 

( ii ) 次 B 与 BA X 都在中. 

证 （ i ) 是明显的.至于 （ U ), 只须注意 S 将有界集变为有 

4 

界集,将收敛序列变为收敛序列.证毕： 

定义 3.3 设 J 是代数 Q 的子集. J 称为 Q 的左（右)理 
想,如果从 x % y € : J 9 总有 

ax J , zx€ J(,xz^ /)* 

•• 澹 

这里 a 9 fi € C , *是 Q 中的任意元. 

如果 J 既是 Q 的左理想，又是 Q 的右理想，则称 J 为 Q 的 

双边理想，或简称为理想* 

从定理 3.1 可见，全体紧算子 ft SfCX ) 的非零的 
理想 • 

定理 3.2 设{尤};〔锣（ X ),若 M ■ —劓一 —0 O , 

则 < r ( x ). 

证设 {*.}：-! 是 X 中任一有界序列，从美的紧性，有 
的子序列{、}^,使 iA . x ^}%, 收敛•从4的紧性, 
又有的子序列{〜}二使收敛，如此继续 
下去，得到一串子序列 



， m ， 




是的子序列，且 { A k x kn }：^ 收敛. 用对角线 
方法，得到 {&}：：-, 的子序列使对一切 

收敛，显然 

II II 

^ 11 ^*** 4*"11 + !! ^ i x u » 4 龙 ••11 

+ 11 如 ••一 ^ x mm \\ 

< 為 IK1U"|| + iu」） 

十•，—如鱗」1， 

由假设，上式右端第一项趋于0,当丨―⑦，而对充分大的固定的 
u 右端第二项可任意小，当《，《充分大时，这说明是 
Cauchy 序列.而 X是完备的，故{^„}：.,收敛.证毕. 

例4设 KO, y)€ L 2 (R)， 这里 R - {(^, >)；«<*, y < 
t }. 则算子 

iAffix ') — I K (*， y )/( yVy，f — fCy ) 6 乙叮《，办]， 

是从 UUM 到自身的紧算子. 

为证明 d 是紧算子，我们先证明如下一个 结果： 

设 {q}r •，是 L 2 [ a 9 b ] 的一个正规正交基（参见 [6], 第六 

章)，令 

<Pu(*ty) — qOO q(yX (x,y)€ R 9 
则 Wm ： uk - i ，2, h *} 是 l \ r ) 的一个正规正交基 • 

因为 



炉 〆 太， y) I! 〜 y 


― ( \e i {x')\ z dx f S ^*(y)l Vy — 1. 

J J Q 

可见叫 ep(/o, 且 \\< p n y - i. 这里及以下, t\y 表示 
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LXR ) 中的范数, <•,•> 表示 LKR ') 中内积.如果 Ci ， kXm ， 

”)，则 

抑 (* ，， ) 炉 ••(*，，) d *dy 
—j e n iy)dxdy 

Cb _ Cb 

— eiix ) e m { x ) dx e n ( y>^kWh 

j m J • 

— < 々 ,〜><>*,〜> 賴 o. 

因此 {< P U ； /, t _ l , 2, •••} 是 L a (/0 中正规正交集 • 如果 
< p € L 2 ( ZO , 贝！ 1 

I ! I ! ^^ x * y ^ 2dxdy ^ °° • 

因此对几乎所有的 y € l > j ], 都有 

[ l < p ( x 9 y ) l 2 dx < oo . 




记<^0)会<?>(怎，少），1：€[«,办]，则 < p f € V [ a , 对几乎所有 

的 y € [ a 9 b ] m 于是 

/i(y) 旮 < 勺，炉，〉 —j. qOO <p(x 9 y)dx t 

在 U ,&] 上几乎处处有定义，而且 • 

j- l/ ； Cy) 1 2 ^y — I j e^x)(pCx7^y^dx dy 

< j. I 炉 ( 龙， y) 卜办 ) Jy 


… 00^:1 ! \<pix 9 y)\ 2 dxdy 


<00 


即 f # € L \ a 9 b ^. 又由 Parseval 公式 

_ 卜 i: i<//»^>i a 

Jt * 1 

— Sir / ； Cy) uU)dy 
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2 [ [ y ) ^iix^k(y)dxdy 

» 釋 1 



< Ptkix , y ^)< pix 9 y^dxdy 



"■ S K<^, 史 > 1 、 

*—i 

于是，如果 {< p 9 < P) k y "- 0, ^ 则 A — 0, f — 1,2, 

•*•• 从而，由{勺}?1|是 L 2 [ a 9 b ] 的正规正交基可知， gs y — 0 
对几乎所有的 y •故 <p(：c，y) — 0,a.e •于 /?. 事实上，已知存在 
零测度集使当 y € E 2 ^[ a 9 b ]\ E t9 便有 

V,CO ■ o * a . e •于 [43 f, b] m 
根据 Fubini 定理 

jj* 1 炉 (*, yWdxdy 

—j rfy I I q > ix % y)\ 2 dx 

— f dy f \q> f OO\ 2 dx[ dy \q> y Qx)\ l dx 
J S I J s J J d 

— o . 

所以 <pC«,y) — o, a.e . 于 K •因此 — 1,2, •••} 是 

L \ R ) 的正规正交基. 

已知尺 (*，y)€ L 2 (12)， 于是存在叫€ C，y,々一 1，2，“•，使 

m 

KO, y) — 2 y). 

且 





m 


(l^jv — KU 2 ^ I 攻 mI *-* 0 ， 当 

imi>N 

设 

(A n OM — j*^rOc ， y)Ky)Jy，/ — f(>)€ L 2 [a 9 b] 9 
则由 (PuC x * y) *" tf #0O q (y), 可得 

C^n/)U) - [* S 叫咖） ^Ty5 /Cy)Jy 

^ ^ ； r*-l 

― 2 a fk [[^ tf * Cy) /Cr)rfy] 〜 GO 

' N 

— S ^n<f^k> e M* 

/•♦■I 

可见 〆 # 的值域包含在 >,,•• • ，〜 } 张成的子空间中，因而 
是有限秩算子，而由 Schwarz 不等式 

ik^at "" -^)/ii 

r rb Ti /2 

- ![(^ 一 /0/]001 2 办 

-d _ 

O * » 

tX w (jr,y) — 尺 ( ：， y)]/(y)Jy 办 

< [ J :( J : I K w Or , y ) - KOc , y 胸 

• [: IKy)IMy)A 厂 

— (]"* j* l K w(*»y) - Ki.XtyWdxdyY* 

.(f: IKr 胸广 

— 11 心一 当 M M. 

故 

1^«-211<11尺《一尺111/ — 0，当 N ^ oo . 
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由定理 3.2, J 是紧算子. 

这是个关于 L 2 [ a 9 b ] 上轵分算子之为紧算手的浪有用的湳 

单条件， 胃 

定理 3*3 设 J 是紧算子，若 x •，则 -► Ax %% 

证若定理不真，则有 s >0, 及 { x m }% t 的子序列 

使 

(3.1) — Ax t \\ > 6, ; — 1,2,- ** # 

根据第三章 S 7 中命题 7 .1，是有界序列，因 J 是紧算子, 
故 Ux mi } T ^ 有收敛子 序列， 我们不妨设 

(3.2) 也，— y •，当 ；-► 00. 

于是,对任何 /ex ', 我们有 

\hnx\Ax mi y —〆(，•）• 

i 

设/是3的 Banach 共轭算子，则€ JT •由*,广^心.又 
有 

— lim A ' x \ x ui ) 

f f 

隹 Ax\x^) — x\Ax^) m v 

于是 

*'(yj — xXAx t \ 

根据 Hahn-Banach 定理，必有 y. - Ax . 由 （3.1) 与 （3.2) 式这不 
可能 # 证毕. 

命题 3.1 设又是无穷维 Banach 空间， J € W ( X ) 9 且 j 是 
单射的，则 

U(y4) ^ X. 

证否则， R(^) - X . 又/是单射的，由 Banach 逆算子 
定理， A~ l € (X ).从定理 3.1, (ii)， 

/ _ A^A€ ^(X) # 

据此义的单位球是列 紧集. 由第一章 S 7中的 Riesz 弓1理，必有 
dimX < oo # 这与假设矛盾.证毕. 


• 204 • 




定理 3.4 设 一€來(>0,则 /2 U ) 是可分的. 

证令 心 _ {:€ 兄:||«|| < «}，#» _ 1，2, …•贝 IJ 

«o 

犮 ⑷_ U As " 

1»» 1 

由 j 是紧算子，点集/夂是列紧的，根据第—章 S 6中定理 6.1 与 

m 

6-2, AS n 含有一 个可数 的稠密 子集,设其为 £)„ 显然 在 

• *1 

中稠密，并且是可数的. 证毕. 

定理 3.5 ( J . Schauder , 1930) 设 ^€^ T ( X ), 则其共轭算 

证设 xX lk ： H < M , »_1,2,….由定理 3.4, 
RU ) 中有一个可数的稠密子集利用对角线方法，可从 
ix ：}% t 中抽出子序列 { x ：^ 在1>上处处收敛.当然 

m , 故亦在 RUi ) 上处处收敛， 

任给尤令 

Uxy ^ lxmx ：^ x \ 

易见/,是线性的，又 

l ‘0 O I < < M \ U\U 

故 

If.OOl <_• 

可见 /, 是 TO ) 上有界线性泛函.根据 Hahn - Banach 定理，/, 
可以扩张成 X 上有界线性泛函往证. 

WA'xlf — ^4711 -► 0,当； — oo . 

否贝 ij ， 有 ij > o , 及的 子序列使 

\\^x* mk — A^fW > ij, k — l,2 t • • •. 

即有 | Ur t H _ I ，々讀1,2,… ，使 
(3.3) — ^7(^)1 > v / 2 * k — 1*2, • 

因/是紧算子,不妨设 — y •，则 y .^ RUD . 从而 
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— 1 一 K ^ x k )\ 

< Ix^iAx^ — 龙 “Cy»)l + U^(y.) 一九 (y.〉l 

+ lf.(y.) — /X^a)I 

< (M + II/.I!)ll Ax k — y t || 4-1y.)—/,Cy.) I —0 ， 

当 々—oo. 这与 （3.3) 矛盾.证毕. 

E. Schmidt 首先看到下列结果，它告诉我们紧算子是仅比有 

限维空间上的线性变换稍复杂的算子. _ 

定理 3.6 设 J 是可分 Hilbert 空间 H 上的紧算子，则有//上 

—串有限秩算子^•，使 

limll^ — A {\ — 0, 

p« 

证设{^}?-!是 H 的一个正规正交基，则对任给的 
有 

i 篇 I 

从而 

鵪 

心麵 S (龙， 

> 

对每个自然数令 

n 

A m x — (尤， e 0 Ae if 当怎 （ 

/ 

则每个都是 H 上有限秩线性算子，而且 

\\ A m x — Ax \\ — 1)-4 [ 2 C*» !，当： 

ll L/«r w +J 」 

若定理不真,则存在《> 0及一串自然数{%},使 

\\ A mk — ^|| > e , ^ — 1,2,***. 

从而存在元 \\ x „ k [\ — 1,々一 1，2，^ •，使 

r * 1 

(3.4) A 2 ( x n，々) 勺I — W ^ m k x mk — Ax mk \\ > e/2, 
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令 ( A ” 则对任何 由 Schwarz 不等 

7* ff * + i 

式与 Bessel 不等式 

K >» y n )l — 2] ( y ，々） 

r = i*>+i 、 

<(± l(^,Olf 2 ( E Ky^\f 

* «* *f i n* -M ’ 

^ H r »*ll ( 2 Ky’OI 2 ) 1 —M — 

故 — 0. 根据定理 3.3, Ay uk ^ 0. 这与 （3.4) 式矛盾.证 

毕. 

这个定理还可推广到所谓有基底的 Banach 空间上去. 
在可分 Banach 空间 X 中，如果有一串向量 { tfjf -., 使得每 
个* € A ： 都可以唯一地表成 

« 

^ - S 心勺， 

i 瓣 I 

右端级数在 x 中按范数收敛，则称 {^} r .. 为 x 的基，而称 x 为有 
基底的 Banach 空间. 

关于定理 3.6 在有基底的 Banach 空间上的推广的证明参见 
[10], 274—275页.许多讲积分方程的书，就在这基础上把积分 
方程的问题转化为有限维空间上的线性变_的问题，例如 H . r •彼 
得罗夫斯基的《积分方程论讲义》等. 

US . Banach 以来，几十年之间，人们研究定理 3.6 对一般可 
分的 Banach 空间是否也是对的？近来， P . Enflo [27] 举出反 
例，说明一般是不对的.事实上， Enflo 所得到的刚好也是可分 
的，但是没有基底的 Banach 空间的例子.现在，最简单的反例被 
认为是 A . M _ Davie 构 造的. （参见[40；|， P . 297) 

2° Rsesz - Schauder 理论 
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命题 3.2 设 〆 垆 0 ,则 dhn7V(j — ； l/)< 0O. 
证记 4 — A/ ， 则 NCO 是 X 的子空间 . 设 {\}: =t c 
~(r), 且 [k.[|<i,«- 1 , 2 ,..*. 从 3 是紧算子，应有 {&} 二/的 
子序列 { 〜 }r ■” 使 收敛 • 由 lx 广 0 ，有 x mj = 

故 {X^ 收敛 , 即空间 N(r) 的单位球是列紧的.根 

据第一章 5 7 中的定理 7.2, 即 Riesz 引理后的说明， dimiV(r)< 
oo. 证毕， 

定理 3.7 (F. Riesz, 1918 ) 设 1^0 ,则 

及（ 3— 又 /) 是 闭的， . 

证由命题 3.2 及第三章 S 2 中命题 14, 存在 X 的子空间 
^,使 

X—AM — JI/) ㊉ 乂 
设 r: j —x 定义 如下： 

Tx ， QA — 又/>，当 x € ^ m 

显然 X), 且 RCA-XI)^R(T \ 只须往证 
RCT) 是闭的 . 

易见 r 在 / 上是单射的，还存在 m>o , 使 
(3.5) l|r 龙 11 > Af 1WU 当 x € 

否则，存在 {x n }% x Ci ^ , \\x 9 \\ — 1, w — 1, 2 ,***, 使 
0 . 因 J 是紧算子，不妨设 Ax m -> y „. 现在 Ax n — Ax, — T jc .-> 
:0 ，故 i 中的注意 j 是闭的，所以 y, €/ .于 
是 

Ty 0 — limT(Ij?,) — 0. 

n 

因 r 是单射的，故 y 。 麵 o. 另一方面 IkJ - 1, a 笋 0 ，故 

j|y 0 卜 lim [1^11 = U| > 0. 

n 

矛盾 . 所以 （ 3.5) 式成立，从而 /2(T) 是闭的 . 证毕 . 

命題 3.3 设若 7V (/ - {0}, 贝 IJ 

RU-A) - X 9 


• 209 « 



证杏则，犮 （/ 一 与 X 令 

X ， X ， X , _(/ — J ) X ,— ”1,2,…， 

则 X . 幸 X ,,假设 X 9 _ 污 X ” 必有 x 9 ^ x n + l . 否则， 

x n - x„ +l - (/ 一 A)X m . 

对于任意的 X$x 一 从而由上面 的等式 ，有 

y € x •，使 

(/ 一 A)x — (/ — A^)y % 

因/一/是单射的，故 x - y € X 9 . 这与 X m . t WX n 矛盾.根据 
数学归纳法有 

根据定理 3.7, X ,是闭的.从而是 J 的不变子空间. A \ X t 仍旧 
是紧算子，又由定理 3.7, X 2 - RO - A \ X t ) 是闭的，如此类推， 
每个 X M 都是 闭的. 根据 Riesz 引理，存在 x n € X 99 lk ,|| — 1, 
使 

p(x 99 X n ^ > y, n — l,2 f ***. 

对于任意自然数》， m , m > », 

\\Ax m — Aj! . 

— lk« — Ux 9 — Ax m ) — (X • — Ax m ) 4 - x m ]\\ 

> 丄， 

2 

因为 Oi • — Ax n ) — ( x * — Ax m ) + x m € X m+lm 从而{々麟}；^,不 

存在收敛子序列，与 d 是紧算子矛盾.证毕. 

引理 3.1 设 3€< r ( x)，r - / r 表示了的共扼算 
子，则 

dimATCO _ O^dimNCT) - 0. 

证注意， ： r _ / 一 由定理 3.5, /也是紧算子. 

先证 ===». 根据命题 3.3,/?( r )- 于是由第三章§6中 
定理 6.2 可知 
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N ( D - ° i ? cr ) - *oo - { o }. 

， 至于令 =• 根据命题 3.3, /2( r ) - X . 又根据 Banach 逆算 
子定理， T 是有界可逆的 • 再由第三章§ 5中定理5. 2 , T ' 也是有 
界可逆的.故 NCTO - {0}. 证毕 • 

引理 3.2 设 y 是 x 的子空间，是 Y 的子空间，又 

dim ^ y ^ ** #i > 0 , 一 m > 0， 

更设 

则存在忒使得 

Jti (勺） 一 0，当 1 O < » ，而忒 O *) 户0， 

且 

jr ；(**) — 0，当 1 < i < «»，而 x *( x 0 ) ^ 0. - 

证考虑々，•••， X ,- 生成的子空间 X •，则 〜反 X ••由 第 
三章§ 2中命题 2.2 可知 W 是存在的*故问题只在于*。的存在 
性.我们用数学归纳法来证明 • 假设对 w _ / — 1 > 1，这样的 
元存在，则存在 z t 9 -^ z ^^ X 9 ® 

: X 2 *) — 1 ^ K 

现在，对任何的 x € X . - 

/-I x 卜 1 

S <0)0) — :;00 — 2 x ^ x> > x ^ z 0 

\ *-i 7 **t 

_ :;00 一 MOO 

— 0 , j — 1,… ，卜 1. 

如果 X :在 ° S p { x \ % - ••. T /-,} 上为0,由上式 

x — 2 x ， h z k ^ Wi ，• • *， U ， 

*■1 

故 

x\ f ^ — 2 O):*) — o. 

\ *_1 參 


即 
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WO ) — U 龙 ;(**)• 

*■1 

从而 

卜 1 

x'l y ] JC ; (〜） r ;, 

这不可能，因为 {<, •••,¥} 线性 无关. 所以至少有一个心各 
。•^^，.••，^一上使 /( Jr .) _ ()• 可见对《_/，引理中元 X •亦 
存在 • 而对 W — 1是平凡的，归纳法完成.证，毕. 

走理 3 J 设^ （ x ), 令 r -/ 一冷则 

dimN(r) "■ dimNiT f> ) < oo. 

证 注意 I -A\ 根据定理 3_5, / €<^U'), 又根 
据命题 3.2,dim2V(70 < oo , dimiVCT) < oo . 现在设 dimN(D 
—» >0, dimA ^( r ) - m > 0, 更设 

"⑺一 〜 { r ” •••,*,}, 

N(T # ) _ S〆〆" … ， r:}. 

由引理 3.2, 存在 x ;€ X ' 和使 

< Of ) ■" 0, 1 < f < ff , 而 ： i (0 於 1 

发 i (尤 •〉_ 0， 1 < 携，尤 《 •(龙 •) ^ 0. 

令 • 

' — 当 x € X . 

则4是一秩算子，故.又 

2^00 — 一<(» 〆(*•)，当 X f ^ X \ x € X 9 

于是 

A f 0 x f *« xXx^x^ 当 〆 € X % 

可见 4 也是一秩算子. 

设7\ _ T — 假定能证明 
(3.6) dimATCr,) - » 一 1, dimiV(r；) - m- 1. 

因为2\ _ / — （/ + 3,) 与 r 是同类算子，而7\与 T: 的零空 
阎维数各减少一维,重复这个步骤有限次，最后将达到如下形式算 

, . -zn t 




子 

I 一 J ， 

而且 dimiV(fO — 0 或 dim/ZCn — 0. 根据引理 3.1, 它们必均 
为0,于是 m - «, 定理得证.因此问题在于求证 (3.6) 式. 

设 x € N ( rj f 从 r , r - 有 

Tx — A b x =- x 0 Cx)x Q . 

根据假设， xUaz ( t '), 故 

■W 

0 了«>) — x f m CTx ) ^ 40)40。). 

从 *• 的选择，卢0，故 x 0 Qx ) — 0. 从而 

Tj _ 0, 

即 x € NiT \ 所以 

m 

^ M S a i x i * 

i-l 

因而 

爾 

0 _ 400 — U — •人 

/■t 

巳知 x 0 (xj ^ 0,所以 a# - 0,于是 

癱 一 1 

^ — S a i x i - 
/ = 1 

反之，任何如此形式的^必在 iV (7\) 中，事实上，首先，: r € 

iv ( r ), 又 

*— 1 

40) — 2 a i x ^ x i ) "" 

/ml 

于是_ 0. 从而 

T X x ^ Tx 一 A % x "- 0. 

总之， iV (7\) Xh }， 即 

dimN (7\〉 — n 一 1. 

下面对 r ; 求证 （3.6) 式•设 x € iv ( r ；) # hk o — TV ， 

' ■ » 

T'x 一 A f & x\ 可得 




rv aw — xXx ^ x ^ 

由第三章 S 6 中定理 6 . 2 , iKrOcrAKT ) 9 •而％€况(了），故 

o — rvo ,) « xXx ^ x ^ x ^. 

已知 4 ( a ) _ o •故 /(>•) — o . 从而 tv =» o . 即 〆 € iv ( r '). 
于是 

m 

^ — S ft r J - 

i 塞 l 

又 

m 

o — 〆 (>•)« 5 ] — 

>-l 

但 ‘( A ) # 0 ，故 fi m — 0 # 于是 

fff — 1 

- S ^ i x ， i * 

反之，每个形如上式的 / 必在 iV ( r ;) 中.因为 x r f € Ncn , 卜 

l ，*“， m - 1 ，故 rY _0 •又 

\ 

〆(《•)— S 義 0 ， 

i-1 

故 

— xXxM — 0 . 

从而 

T\x f - : T〆 一 ^ - 0. 

总之，汉(了;） 一&{*;,•••,*；：-,}, 即 

dimiV(rO 一 m 一 1, 

至此可见 ( 3 . 6 ) 式 成立， 证毕： 

事实上，我们可以证明，设 J €< ru ), 则对任意的 1 必 0 , 

dimNCl! — /O — dimNill — A f ) < oo. 

见习题 

定理 3.9 (两择一定理）设 / € 賞 U ), 则于任何的 A 卢 0 , 

必有 





； l € p (/0 或 X € < r f CA \ 

证首先，根据定理 3.7, — ; I /)是闭的.然后，由闭值 

域定理（第三章 S 6中定理 6.4), 

RCA— XO - °NiA f — 又 /)• 

若贝 ！） dim N{A — lO 0. 根据定理 3.8 后面的说 
明，有 dimNCA ' — XI ) — 0,由前式 

R{A — X /) — X . 

从 Banach 逆算子定理 ， （d — ;1/疒 1 €义( X )•故 A € p ( W ) •证 

毕. 


应该指出，两择一定理是很重要的.当非齐次方程 
(3.7) Ax 一 lx * y 9 又 — 0» 

之解唯一时，方程 


Ax 一 Zi ■ 0 

只有零解，即 l ^ CT ? U \ 对紧算子根据两择一定理，必有 

于是对 任何的 y € X , 方程 (3.7) 都 有解. 这就看出两 

择一定理的威力， 从方程 (3.7) 解的唯一性可以导出这个方程解的 

存在性.而唯一性往往较之存在性要容易证明些. 

命題 3.4 设 J€<r(X), 则 

aiAy \{0} - cr,(^)\{0}. 

证显然， a，iO\{0} C <K>O\{0}. 至于相反的包含关系，设 
l€a(/O \{0}， 则且 AipOO, 由两择一定理，便有 

证毕. 

命題 3 . 5 设贝！ ] a p CA ) 没有非零的聚点. 

证否则，有一串互异的非零点使 
设 d 相应于 k 的特征元为％, »_ 1,2,--. ♦ 

用数学归纳法注证 {«.}：-, 钱性无关，设线性 
无关，如果 ，… U , 线性相关，则存在不金为零的黎 
j _ 1•使 


f ? U ^ 




— 2 c i U h 

从而 

1 

— 2 c i Au i — S q ㈣ 

/-i i 單 \ 

又 

«-i 

权— Mi * _ S C i X n^i 

i 魅 1 

故 

»—1 

2 qU ，.— 足 ，） 岣雜 o 

/麵1 

由假设 线性无关，故 c^Clf — 1,) 一 0，; — 1,***, 

»— 1•又 々一又 I •尹 0. 所以 Cj — 0, 丨_ 1, …， 》 — I •矛 

盾，所以 “ 〆 ••，〜 也线性无关. 

设 ^ n "* S p { u l9 ••*,»*},»— 1,2, • * •. 则€ Latyi * 且 

由第一章§7中的 Riesz 引理，，存在 P m ^^ m9 

II "』 一 1，且 

p ( Vm * ^.- l ) > ~ r * n _ 1 ，2, … • 

2 

注意，对 m n 9 考察 
(3.8) Av m — i 

乂_ 义讎 

—^ - “ 一 » 

从〜与 /_€ LatJ ， 知丄 € dT ,- i , 又 

义 Hi 

9 

Vm ^ «|»f € 于是 

9 

iA —又 •>• — 2 a i ( A — x ») u i 

i =0 
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— — ^ n) U J ^ ^ n-U 

* ^ 


可见 （3.8) 式右端第二项属于故 (3,8) 式右端范数不小于 
1/2•即 



> T 9 当 


m < n % 


因为又•—又户0 ， IWI _ i ， 》 — 1，2, …， 所以是 

^ X m > 

有界的.但从上式可见没有收敛子序 列，这与 3 _ 


是紧算子矛盾，证毕. 

定理 3.10 设 J €<^( X )， 则 a (^) 没有非零 聚点. 
证这是命题 3.4 与 3.5 的直接推论. 

从定理 3 .10可见， C 中每个环域 UI 



b 多只含有 cr (^) 中有限多个点，于是最多是可 


数的点集. 

定理 All 设 A €^ CX) f X 尹 0,贝！1 

( i ) 存在 *€ X ,使 （j 一 lOx — y 9 
<=^ y € °NiA — UX 

( ii ) 存在 f € X ',使 （/ 一 inf _ g , 

<=> g ^ NQA - m \ 

证由定理 3.7, RCA - II ) 是闭的，又 （j 一 "y - A - 
U . 于是根据闭值域定理（第三章 § 6 中定理 6.4) 可知 


R{A — 又 /) - °NW — 又 7 )， 

rca" — io - n(a — ii y. 

据此可见定理 成立. i 正毕 • 

综合前面的定理 3.8, 以及定理3.11，便有 

定理 3.12 (Fredhoim 交替定理， 1900) 设 J 


0,则非齐次方; 
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CM ) (J —又 i): 一 y 

((AO (^-^)^7, > 

对任给的 y € XW ) 恰有一解必须且只须相对应的齐次方程 
⑻ (A — XI)x ― 0 

(("') (/ — 又 /) 卜0 ) 

只有 零解* 此外，若齐次方程 （H) 或 （//') 中的一个有非零解， 
则 （H) 与 （H') 有同样多的线性无关解，即 

dim NCA —又 /) — dim N (^ A f ^ II ). 

非齐次方程 （N) C(NO) 有解必须且只须 y(w 与 （//') (⑻) 
的所有解“正交”，即 

y€°N(A f — UXn^NQA — II y\ 

这个定理事实上相当于无穷维空间的线代数学，它和定理3. 9 
(两择一定理）及定理 3.10 合称为 Rieaz-Schauder 理论 . 它的 

背景是 Fredholm 的积分方程理论，那里严重地依轨于行列式理 
论，现在则完全摆脱了这个束缚.原来， F. Riesz(1918) 的工作 
在共轭算子方面，并没有对一般的 Banach 空间都予以证明.以 

p 

上的理论是后来由 Hildebrandt(1928) 和 • Schauder (1930) 完成 

的.诚如许多人的评述， Riesz 的工作是完全几何的，无论在语 

言或精神上都是如此，它也是非常精致和初等的， 

例5 Fredholm 第一型积分方程 

在外观上比之第二型积分方程似乎更接近于有限维的线代数方程 
组，但是实际上却相距更远.例如于 

to 

尺 (，，o_ S 飞 sin ns & sxnt ^ 

— iff 2 

考察算子 


(Tx)C^) " KXs ， t ) xCt)d “当 jc(f) € L 2 l 0^7 t } % 

jt 
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显然， LKR), 这里 R-{(s 9 t )： 0<y, 故-由 
例 4 , ： r 是从 L 2 [0,,r] 到自身的紧算子.令 


(0 



sin 


容易验证， O 是 L 2 [0 >3 r ] 的正规正交集，设 
L 2 [ Q f n ] 与所有 q 正交，即 


(0€ 


(0 sm ntdt — 0, 


令 


[*(#), r €〔0,3 T ], 

y (0 — < o f t "- o , 

(— x ( — r ), t € [一 w ，0)， 

易见 yO )€ L 2 [- n 9 n ] 9 且为奇函数.故 


{ y ^t)dt — 0, I y (/) cos ntdt — 0 9 n 1 ,2 f • • 

_* J ■* 


又 


>(0 sin nidi 2 I y (r) sin ntdt 




? 2 l x(0 sin/if 心 


我们知道 


i l • ^ i 碌 l 

sin# f ： cos/ f * -= 

V2sr V V flf v w 


sm itr 


A 

M 

j n 


COS ff 2 f 


是 L *[ — 3 T ，3 T ] 的一个正规正交基（参见 [ 6 ]， 第六章，5 8)，故 
y(*)— 0 ， a. e •于[一 ar ， 3fh 于是 x(z) — 0 ， a. e •于 [0 ， w】. 
这说明 {〃,}=_> 是 L 2 [ 0 f ^] 的正规正交基.注意 


0 


yg 

sin ^ 
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所以 


(3.9) 7 e \ wmm ^ r 2 e ^ 9 ^ 

而对任给的 L 2 t 0 >3 r ], 必有 

aj 

* * 2 ^ k € h * 

*_ 1 

从而 

m 

_ S 〜 

*•， 2 夂 

如果 rx _ 0 ,则 I h — o , 走* = i ， 2 ,• • •• 从而 x — 5] 

0. 听以方程 Tx ^ O 只有零解.即 r 是单射的.但是从命题3.1， 
可不是对任何 y € L 1 [0, n ], 方程 Tx ^ y 都有解 x € L 2 [0 9 ^}. 
这与线代数方程组迥然不同. 

尽管第一型积分方程性质奇特，但它在应用中却日益重要，因 
此 7 0年代中期以来，也出现一些研究这类方程的工怍* (参见 
[30]， S 7.4) 

3 。关于 Fredholm 算子 的注记 

设义是 Banach 空间 X 上的紧算子 ， A ~ 0,定义 

: T — 又/ 一次 

从前段定理 3.7 与命题 3.2 知道 r 有下列重要性质 

(3. 10 ) 尸）尺⑺是闭的， 

1( ii ) dim ^/ CT ) < oo 且 dimA (( r )< oo # 

把这抽象出来，便有下列重要概念 

定义 3.4 设 X 是 Banach 空间， T €^ f { X \ 如果 r 具有 

(3.10) 中的两条性质，则称 r 为 Fredholm 算子， 简记作了€ 
^( X ). 又称 

md ( r ) 会 dimiV ( T ) — dimiV ( r ) 


mm% 






例 6 对 i 2 上的单边移位算子 S : 

如 S 1 中4°所证， P 为 

y _ { 化， i7i ，巧 2 , • * •} I— — {^ii, Vz9 ns»• * • }• 

而且 

2VOS)- {0}, N{S^^S f ie 0 } 9 

这里 {1,0,(),•••} •从 S 是保范的，我们还知道 Res ') 是闭 

的，故 5 6^(0, 且指标 ind (5) -1, 

根据定理 3.7 与定理 3.8, 对紧算子 r _ / _ J 是指标 
为0的 Fredholm 算子.历史上，从 F . Noether , T . Cariemann 
到 MT . KpefiH , 大约都因为研究奇异积分方程而发展 Fredholm 
算子理论.例如， KpeflH 就曾对 Wiener-Hopf 型积分算子 

(^Cx)CO — | — 0xQt)dt 9 s ^ 0 9 

其中々0)€ Z /( — oo , oo ), 证明 r "-/ + K 6，（ L 2 [0, oo ])， 并 
且给出计算 ind (7) 的公式.从积分方程理论和闭值域定理来 
看，若 r €^ u )， 则方程 77- 容有解必须且只须 ^ w ( r '). 
因此， Fredholm 算子的引进和发展是很自然的.也确有许多重 
要的算子是非紧的 Fredholm 算子.特别对 Hilberi 空间 W ， 
f ( H ) 的理论更加丰富深刻，例如，这时著名的 Atkinson 定理 
成立（参见[5]， SIII .5), 因此许多书单就 Hilbert 空间情况讲 
述. 

Fredholm 算子理论在1957年左右发展到一个髙峰，出现所 
谓指标 定理: 

设 则当 >4€ V ( X ), 或者 iiaii 充 

分小时 • r + A €，(^)， 且 

md(r + i4)-md(r) # 

这个稳定性定理在许多方面是重要的，特别它是求证泛函方程解 
之存在性的有力工具，指标定理的诋明可参见[ 9 ],筚三窣 ， S % 
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有界自伴算子 


在本节中，《都表示 Hilbert 空间. - 

1 ° 有界自伴算子的基本性质 

定义 4.1 对 r € rn r *_ r ， 则称 r 为自伴算子 

(或自 共«算子）. 

例1 有限维欧氏空间上的 Hermite 矩阵，显然_定一个自 
伴算子.因为从第二章 S 4 可知，有限维空间上算子的 HUbert 共 
辆所对应的矩阵恰好是原来算子所对应的矩阵的共轭转置. 

例2 设 K ( x , y )€ L 2 ( S ), 这里 S 表示正方形 Kx ， y ):0< T ， 
y < 1}. 如果 KO ， y ) 是实的，而且还是对称的，即 

则如下定义的积分算子 

(T/)0O - ^K{x^Ky)dy, /(>〕€ Z^[0 ， 1], 

是 L 2 [0, 1] 上的自伴 算子. 参见第三章 S 5中例2 • 

定理 41如果 r € 7(/0,则 

r 是自伴的 <^( r ： c ， x ), x ^ h 9 恒为实数. 、 

证 如果 r 是自伴的，则对任何的 

{Tx 9 x) — 1 Cx 9 Tx) ^ (T x^xj , 

， 22/ • 


最后，还该提到由于整体微分几何和物理(例如广义相对沦) 
的需要，逐渐发展起流形上的偏微分方程理论.例如， Hodge 定 
理说的就是紧流形上的 Laplace 方程，利用它可以证明紧 
Riemann 曲面上最基本的 Riemaan - Roch 定理（参见 [4], 第三 
章），而紧流形上偏微分方程所确定的一大类算子都是 Fredholm 
算子.多年来人们直接或间接致力于它们指标的研究，终于把算 
子的能解性与微分流形的拓扑不变量深刻地联系起来.具体些 
说，即算子的解析指标可用拓扑不变量来表述，这便是著名的 

Atiyah-Singer 定理. 
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可见 （r^c) 为实数. 

反之，若 （rx,*), x € H 9 恒为实数，则易见 
(4. 1 ) (Tjf,r) — ( jc ^ Tjp ), Vx € W. 

对任何 jf，y€//, 通过直接验算可知 

CTx t [(r〔：c + y) 9 x -h y) — (T(x — y),r—y)I 

4 

十 4* [( T(jt + iy),jf 4- iy) 

4 

一 (7(jf — iy),x— /»], 

(:， 7>) — j [(x + y，r(r + y)) — ( jt —y,T(jc—y))] 

4 

+ + [(x + <y,T(x -f «y» 

4 

-O — 办， ro _ *>))], 

利用 (4.1) 式，便有 

(Tx,y) "- (ar,Ty) # Vjr,y € H. 

由伴随算子的定义， 

(rx,y)-(x,r*y), Vr,y€ W. 

于是 

故 T # 证毕 • 

引理 4.1 对 r € ^( H )， 设 

sup KTx , y)| f 

则 llrii — ft . 

证显然,对任何 6 y €/ f， 

|(r:,y)| ‘ 分 iw_, 

故对任意的 x € H 9 

llTxr ^^ Tx . Tx^^xUTxb 

从而 




Hr 4<44, vh ". 

可见 «7 l < … 

另一方面，对任意的 x f y € H f 

l(T^,y)| <117x11 ||yii< llTlIlUlillyll. 

可见证毕. 

定理 4.2 若7^ ^( H ) 是自伴的，则 

llrii — sup |( r ^,^)1. 

lx |*» 

证 令 M_ SU p l ( r *^) l , 从引理 4.1 现在只须求证 

1*1*1 

M . 为此我们需要在下面把 |( r ^ y )| 的估计式转化为二次形 
式 - 设 x 9 y ^ H 9 |ki| - ||yii - 1,贝! J 

( r (: r 十 y),jf 十 y ) 

— (Tx,x) + (Ty ， x) + (r« ， y) (Ty ， y) 

-(7^,x)+ (y,rx) + (rx,y)-h (Ty,y) 

- (Tx 9 x)^ 2Re(Tx,y>+ (Ty,y), 

(T(x — y )，： 一 y ) 

-(Tx,^)- 2Re(r^,y) + (7>,y). 

从第一个式子减去第二个式子，便有 

4ReCJx,y) — (T(x H- y),jr + y) — (T(x — y) 9 x — y\ 

对任意的/€«，从 M 的定义，关于二次形式 （27 J ) 有 

|( T /,/)| < Af | I/IK 

故由平行四边形法则， 

4 Re ( Jjr , y ) 

< I(r0r+y),x + y)| + |(rO — y),；r — y)| 

< M(|U + y \\ 2 + \\x — y || 2 ) 

-2M(|U|| 2 +||y||0-4Af # 

设 ( rr t y ) — e t 6 \( Tx 9 y ')\ 9 在上述不等式中以 e ~ ie x 代替 x » 得 
到 

KTx 9 y )\ — Re |( r *， y )| 
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-Re c ^% Tx 9 y ) 

- Re ( r (< r ' Wy )< M . 

从而 

pt — sup |( Tx , y )| < M . 

■ : r 麗 

证毕. 

命題4.1 设： T € y ( H ), 贝 ij 

llT * r || - uni 2 . 

证 由第二章 §4 中定理 4.1 易知， T * T 是自伴的，故由定 
*4.2, 

llT^ni - sup 

賺 

1 — sup 1|7«|| 2 

,, 8 ^ B-i 

—(sup \\ Tx\\y — IITil *. 

tt x I -1 

命 SM .2 设 T € 9 fiH ) 是自伴的，则 

r(T) — |]r||. 

证 由命题 4.1 ，iim - llril 2 , 利用数学归纳法可知对一切 
自然数 有 

ilT 2B || - I | rr \ 

根 据定理 1.7, 

r(T)-Hm||rl 2 ~ ft - IITII. 

霹 

定义 4.2 设户是 Hilbert 空间 H 上的射影，如果 PH 与 
a - p ) h 是相互正交的子空间，即中任意元与 （/ - p)h 
中每个 元正交，则称 P 为正交射影. 

由定义可见，若/>是正交射影，则 

IU1P - 11 P4 2 十 1.1(/ 一 P)4 a , Vx € H . 

故 \\P\\< i. 

命題 <3 Hilbert 空间 ff 上的有界射影 P 是正交射影当且仅 
当 P 是自伴的. 
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证 如果射影 P 是自伴的，则对任意的 

(Pr, (/ — P)y) _ (,，尸 （/ 一 F)y) — 0,0) _ 0. 

可见 P 是正交射影. ^ 

反之，若 P 是正交射影，则对任何 r , y € W , 可表为 


x — rj + x 29 y — y, H" y 2 , 

其中， A ， yi € PW , yi €(/- P )//. 于是* 

( Pz , y ) — ( x l% y x -h y 2 ) — (^ t , yi ), 

O, Fy) — (x t H- jc 2 , yi) — {x t9 yi ) 9 
故 

( Px $ y ) — ( x , Py ). 

因为 x 9 y € H 是任意的，可见 /> 是自伴的.证毕. 

定义 4.3 设3与 S 都是 H 上有界自伴算子，如杲 

CAx ^ x) ^ (Bjc, jc), Vx ^ //. 

则称 A > 忍，或 B < A % 

特别，如果 Z 是 ff 上有界自伴算子，^>0,则称3 是正算 


子. 

定理 4.3 设 P : 与 P , 都是 H 上正交射影，则下述命题是等 
价的： : 

(0 Pi < P 2 . 

(2) ll / VilgllPd ， 当 x € H . 

(3) RCPi)C2R(P 2 \ 

(4) P 1 P i - P u 

(5) P u 

证丛命题 4 . 3 ， H 上正交射影 P 是自伴的，于是 

iPx f jf ) — ( P 2 ^, jr ) — 

- 1 M 2 , 

如果 P ,< P 2 ，则 

llPplI 2 — (?^,^) < iP 2 x 9 x) =* II 尸 〆 || 2 ，Vr € H % 

可见 G )* K 2)， 
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若 （ 2 ) 成立，敢贝 ij 

IUI1 _ !|P|jrll < \\P 2 X^ 

因^是正交射影， iV 丄 （/ 一 P 2 )x, 故 

IUII 2 — ||p 2 x|| s 4 - 11(/ — p 2 >I! j . 

由这两个式子可见必有 (/ — P 2 )jt — 0,即 x *■ P〆 € K(P 2 ) •所 
以 (2)4(3). 

如果 （3) 成立，任给 x € H t P t x € RCPOdR { P z X 于是 

(P 2 PDx — PzCPtXj — P|X # 

故 P l P l - P u BP(3) ->(4). 

若 '•取 Hilbert 共轭，贝!1 ■ i >? •但 

Pz 都是自伴的，故 PiP t - p x . 所以（4)—(5). 

若 PiPz ^ Pu 则对任给的 *€//, 有 

11^1*11 - UiPixW < ||P,||||? 2 xli< I!P 2 x(U 
从 （1)+(2) 的证明， 

||?^|! 2 -(?^^), 1,2. 

故 

(Pix, or) < ( P z x f x \ 

即 Pi < Pt . 所以（5)+(1 ).证毕 • 

定义 4.4 设: r 是 Banach 空间X上有界线性算子, i€C ，如 
果 r _" 不下方有界，即不存在#>0,使 

KT — lOx\\ > 只 IWl，Vjf € x % 

则称 i 属于 r 的近似点谱，记作>1 € aXT \ 

由第三章 S 1中命题 1.5, 

{ 1 € C：T — II 下方有界}〕 p (70. 

两边取余集，可见 

a / DCaCT ). 

命 *4.4 设X是 Banach 空间， r6 7CX ). 若有 {dK 
乙使 

( 4 . 2 ) r :, — — 0 ， 11:,II — i f n — 1 , 2 ,…， 




則又 € tr ,( T ). 

证 从 (4.2), 盤然 t 一 木卞方#霁，故证 

毕. 

从这个命题也可以看出， ％( r ) 所以取名近似点谱的理由. 
定理 4.4 设义（//)是自伴算子，则 


(0 <A) 位亍实轴上， 

( ii ) a /^) — 0. 

( iii ) 设 Axj — lix i9 Xf ^ 0 f f _ l ，2 •且 l t ^ i ,, 贝 Ij 
* i 丄 b 

证先证 （ i ) 对实的 1〜 注意 

((W — A/)*JC ， JC) — ((/ 一 又 /)JC ♦(/ — i/)*) 

麵 BU _ UM 2 . 


便有 

llt ^ —( 又 + |>)/]*|| 2 

— {[A —( 又 + [A — (I + I>V1«) 

— ([A —( 又一 !>)/][/< —(又 + tfi ) l ] x t Jf ) 

—(【( 2 — uy + 〆 /]:*:) 

— 11(-4 — l/)x || 2 + ^ 2 \]x\\ 2 . 

若 ~ 0 ，则 

||[4 一 （又十 4)/；kH > Uliwu Vx€f/. 

由此可见 Z — （i + ^)/ 是单射的，且 R(.A 一 （i + 是 


闭的， 

值如及04 — （1+!>)/) 与 W . 根据第二章 S 4中定理 4.2 
并注意 [/< 一 （又 + *>)/]• — j — (I — M )/ ，有 

N(.A 一（又 一 !>)/) — R(^A 一（又 + i^)/) x ^ {0}. 

这与^ - (1 - !»/是单射的矛盾•故尺 Oi — U + &)/)_ 
H . 所 以/一 （i + #)/ 是有界可逆的，即 I + € piA \ 故 

<t(^)CR. 

( ii ) 设 r .€ a f U ), 根据 （ i ), * •是实数.则 iA - zJY ^ 
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A -- zj . 由于 kU — ^ fT 今 稂据第二章 S 4 中定理 4.2, 

J 

N (: A — z 0 /) — x ^ {0}. 

宁是 z ^ a t { A )^ 从而 

ar e € a^A^Ci <J r iA) — 0 , 

这不可能， 

至于 （ iii ). 由 （0, 1都是实数.于是 

又 1( 怎 1 ，尤 2) _ ( 又 I 尤 I ，太 1) "* C^l* «l) 

— ( jti , Axi ) — O u A 2 r 2 ) — lz ^ x l9 Jf 2 ). 

已知 七 _ l 2 , 必须 ( jCifJTj ) ― 0 # 证毕. 

对 Hilbert 空间 H 上有界自伴算子由定理 4.1 和定理 
4.2, 可考察 

- y 

m — inf ( k Ax 9 x > ) 9 M -■ sup (, Ax 9 x ^) 9 

tun- I lt*l » I 

定理 4.5 设是自伴算子，则 

cr(^)C [ /w , A/ ] ， 

且 m ， A # 都在 < r ( d ) 内. 

证设 M + 0, 则任给； c €//， 

CC-^ — X/)x, x) — (,Ax 9 x) — X(jc, x) 

^ A/(x, x) — r) 

—一 4 f ) < 0 # 

因此 

1((^4 — i />,*)| > ^ ikll ** 

另一方面 

|(( j 一 i ； )jp,jc)| < W^A — 无 o:IIW, 

两个不等式联立可得 ■ 

* 

||(y< — 又 /)x|l > ^||r||, Vjr € W. 

这说明 A ^ ll 是单射的，且 RdA ^ ll ) 是闭的，再根据定理 
4.4 的 ( ii ), 及04 — 又 /)- W •故 Up 04), 于是 （ M ,+ oo )<= 
p (^). 同法可证，（一 oo ,；»)<= P ( j ). 再根据定理 4.4 的 （ i ) 可 
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见 


a { A ) C ： ifn 9 M\ m 

对《>0,考察算子/的平移 A ^ al , 则相应的淋, M 以 
及谱 oiA ) 都将向右平移 a . 因此不妨设 0< iw < Af . 从定_ 
4 . 2 ,此时 ， M - MIU 由 M 的定义，有点列使 
Ik . || — 1, » — 1，2,.*•，且 — Af ,当 » -► oo , 
于是 

| l /* f • — Mx . ll 2 — ( Ax • — Mx mJ Ax m — Mx ^ 

— — lM { Ax n9 x „) 4- M 2 IU .1 I * 

< 2 M 2 — 2 M ( 义方 •，： e ,) —► 0* 当 n oo , 
由命题 （4, Af € cr ,(^) Ca (^). 

对 a <0, 考察算子 2 向左的平移 A ^ al , 类似地可以证 
明 m € a (^). 证毕， 

2°紧自伴算子 

以下恒设 W 为 Hilbert 空间 H 上非零的紧自伴算子. 

命邐 4 .S A 必有非零的特征值. 

证 否则，由两择一定理，一切 1^0 都在 p ( J ) 中，于是 
rCA ) — 0. 因为2是自伴的，由命题4-2， — r ( y 4) — 0.故 

/_0,与假设 矛盾.证毕. . 

定理 4.6 (Hilbert 〜 Schmidt , 1907) //必有一个正规正交基 

{<?>) p }*“ U * {九 }»«，，使 

( i ) Aq> n — l m g > m9 I ,与0,当 it € /• 

A<{> a 0，当 OB /% 

这里 J 是有限或可数集，若 / 是可数集，则 linU , _(>• 

( ii ) 对任给的必€//,有展开式’ 、 

— 2 1 乂少， < p .)< p “ 

ntj 

这里的级数在 W 中按范数收敛. 

证对2的每个非零的特征值把与之相应的所有线性无 
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关的特怔元芷规芷交化，得到一个正规芷交元小组.然后把相应 
于一切非零特征值的正规正交元小组放在一起，根据定理 4.4 的 
( iii )， 得到一个正规正交集取 J 的零空间 NCA ) 的一 
个正规正交基由定理 4.4 的 
是 H 中一个正规正交集. 

设 

J — «M{ 炉 •:“/}， {</»«：«€ ^}}. 

这里 t 表示线性张开的闭包.显然 j € L at j . 若/， 

则于任何 ^ s 

* 

g ) — (/* ^ g ) — 0, 

即 “T 丄•故 ^r x € Lat^. 

设从 H 到的正交射影为 P •则可表为 PAP . 
于是 A \^ r ^ 也是紧自伴算子.如果…非零，由命题 

4.5, 有又与0及 < p 0 € ^ x , %乓0，使（义| •^丄）穿 0 _\2穿 9 . 

即 Aqp 0 — l < p 0 . 根据定义，却有 < p 0 € 矛盾.故 

■ 

•若 ■古 {0} •则 ^( ZN { A ). 而由 dT 的 
宾义，这又发生矛盾•故 _{()}• 于是 

是 H 的一个正规正 交基. 

由定理 3.10, W 的非零特征值至多有可数多个.而对每个非 
零特征值由命题 3.2, dimN (^ - A ./) 是有限的.故 J 最 
多是可 数集. 由定理 3.10, { JI .}.,, 唯一可能聚点是 0. 故当 J 
是可数无穷集时， linU , _ 0. 这证出 （ i ). 

m 

至于 （ ii ), 由第二章 S 2 中定理 2.3, 对任何办€//,有展式 

少 ■ 5 ] (必 ，炉_)中_ + S (少，九）么， 

•电 J atj^ 

其中第二个级数至多有可数项非零.这两个级数都在 H 中按蒗数 
收敛.于是利用 （ i ) 可有 

— 2 (少，•十2 (少，少《)3也 

辠龜 j 
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• *7 

证毕. 

这个定理是 Hilbert 与 Schmidt 在1907年左右就上积 
分算子的情形证明的，至于 一 般情况，则是 von Neumann 在1929 
年对可分 Hilbert 空间建立的. 

§5有界自伴算子的谱测度与函数演算 

1°有限维欧氏空间上的自伴算子 

设丑是》维欧氏空间，是自伴的.如 S 4 中 
Hilbert-Schmidt 定理（定理 4.6) 的证明，可见4有》个特征向置 

{仍，•••，<?>*}构成的 H 的一个正规正交基.设 

知 i 爾 巧列，；—1，•.•，!》• 

于任何的有展开式 

n 

: , XI (^， 

y®i 

从而 

釋 

/■I 

在 {««,•••,〜} 中可以有零，也可以有许多彼此相同的，假定其中 
所有互异的是 h < ll < • • * < 不妨设 


■ • • 

•—气酬 

1 » 

气 +1 _ •. 

拿鲁參 ♦ 4 

* ♦ H ff • «■ 

kl 

» * 瘍♦搴 

■又 2， 

.♦參 



-— l im 

对 x ^ H 9 定义 




尸 — XI O, <Pi)<P§9 


t 23 J f 




1 • 

P 2X U (:，灼） 抑， 




_ 

— S (尤， 炉 /)< p “ 

f ■*/—i +1 

则6, f 一 ！，•••，/ 是将全空间 H 投影 SlM 相应于特征值 h 的 
特征子空间^ - s p { ( pki^lf 上的正交射影 • 因为 

* 丄(即 r 丄 y，Vjr € it y € #), 所以 当 


霉 


» •关九从 r _乏] o , 朽）灼，可见 


Pi -1. 


现在 j 可以表成 


s w 


不妨假定 


lt<x z < …< < a,/ - Af # 


定义 


Px^P 


当 a < & — 泔 
当又茫 [兄 l ， 又 2) * 

当 MU 2 , Ou 


^ + p 2 + 
Px + h + 


+ P /-1， 当丨 € [又 j _ i ， 又 ，）， 

+ Pj-t + p / ，当 A > X / — M . 


易见是 H 上有界射影算子. 
对[济， M ] 的任一分划 

逆：声。 〈济 < < 

显然 


<〜<•••< pi h _ x < /Mji — M. 


- E n 


E Pt . 

u 卜 ，叫 j 


» in » 


对任意的 [ fl k „ 19 叫],作和 

♦ ■1 

设 1)^1!^ max —叫 _,) •若 || 逆 | i —0, 则上式趋于 

l < k<h 

2 

y -1 

总之 

(5.1) A —■ 2 j 彡*(五五，卜) • 

命题 5.1 上述射影算子族 [ E l： - oo < x < oo } 具有下列 
性质： 

( i ) E x 都是正交射影. 

( ii ) E x 单调上升，即 E x ^ E ^ 9 当〖</*. 

( iii ) E x 是右连续的，即 lim E^ B - E ,. 

• -♦+ 0 

(iv) £* 細 0 ，当 I < m , 五 a — 当 I > M. 

证 （ i ). 由定义可见各个杓 从而艮 是自伴的.根据命 
题 4.3, & 是正交 射影. 

( ii ). 由 ； I 以及^定义，可设 

A-i> 0 + P.+ …+ 〜 

仏 — 户。+尺+ • • • + 6十…+ / V *， 

这里々, A 为整数且0<&, /»</，而 P Q _0 .于是 

E,E^ - (P 0 + …+ P 4 )t(P 0 +•• • + 〜） 

+ (〜+,+ ••• + 〜*)] 

_ P 9 + . • • + £ju 

由定理 4.3 可知， E , < 

至于 （ Hi ) 与 （ iv ), 从仏 的定义是显然的证毕. 

一 般称具有命题 5 .1 中性质的正交射影族 {£▲: — oo < x < 
00} 为谦族， 
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2° 有界自伴算子的镨分解定理 

定义 5.1 设 {£,； -00 < i < oo } 是一个谱族， KO 为 
[ m - e 09 M ] ( e ,>0 充分小）上的连续复值 函数. 若存在 5 € 
么00,对任给的 e >0, 都有5>0,使对实轴的任意如下分 
划 

您：户 0 <m< ft t < •••< ( A h ^ x < 〜 ■ M ， 

只要 11 逆 II 会 max (以_ < d , 便总有 

\< k <* 

! 2 j f (5*)( 〜一五辟卜 ,）一 B < s ， 

这里心€1>卜1，以],且则定义积分 

[ y f { V > dE x — B 0 

Jm ^9 

据此 ,（5.1) 式也可表成 

A — ( ldE “ 

远在1906年时， Hilbert 已经发现无穷维空间自伴算子的谱 
可以是连续的，这样前节的离散的 Hilbert-Schmidt 定理就有必 
要连 续化. 事实上， Hilbert 果然于1912年证出 

定理 s.i ( 有界自伴算子的谱分解定理） 设 redrew ) 是 
自伴算子 

m — inf (rjr，x), Af _ sup (Tx,*)* 

H jr I ^ 1 Bjt 面， 1 

则存在唯一的谱族 {£ 1； -oo < l < oo }, 使得 

r - 广 xdE x . 

Jm^O 

证明参见 [15], 202 — 203 页. 

以后称这个定理中的谱族 { e xi -oo < 又 < 00} 为 r 的谱 

族， 也称为 T 的 (算 子值) 谱澜度. 

3° 有界自伴算 子的函 数演算 

以下总假设 { E k ; 一 OQ < * < 00 } 是 Hilbert 空间幵上有 
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界自伴算子 r 的谱族 # 


引理 5 .1 任给： r, y e//, 是1的有界变差函数，且 

全变差 \/ {(£ix, y)} ^ lUilllyll. 

证任取分划 • 


逆： m < a ., < . - • < i m ^ < 心 — 鉍 ， 

记五 （△*) — — E lhif 则当々 _ / ( 以 4 < / 为例）》由的 

单调上升性质与定理 4.3, 有 


£(△々)£(〜> 

_ - E .) (心 - D 

_ — E Xk ^ — E lk + E , k ^ - 0. 

因此，对任意的 x , y € H , 于是，任给 x€H 


m 


m 


S w^04 2 - 'S 尺（〜 ） 4 - IWI 2 


由 Schwarz 不等式，任给 x f y ^ H 


E l ( E ( A *) r ， y )| 

1 


-S l (£( A ,>, E ( A ,) y )| 

||£(A,>||||£C^)yll 

t»1 

<(S i |£( A ,>|| 2 ) l /2 ( i ] ||£( A Jk ) y [ p ) 1/， 

这说明〜 y) 是有界变差函数，且其全变差 

V {(^i«»y)} 

■_ o 

n 

- s up XI 1( 五 (A*)x ， y)l < IkllllylU 
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证毕 

IdL f ♦ 

根据这个引達， (£,*, y ) 确定:个标羞憧的 Lebesgu 4- 
Stieltjes 测度，这个测度称为矿的标置值谱澜度.前面定义的 

f / U ) 处 A 可以说是算子值的 Riemann - Sdeltjes 积分.为着运 

J 簿 一 0 

算方便，人们便把它推广为如下的算子值的 Lebesgue - Stieltjes 积 

分. 

设 «( X ) 是定义在 [m — e 。， Af ] ( e 0 >0 充分小）上的有界 
复值 Borel 函数. 于是 《( X ) 关于（五 ijr ， y ) 所确定的 Lebesgue - 
Stieltjes 测度是可积的，即 

f uil > )d{E l x 9 y) 

J m —0 

是存在的.（关于 Lebesgue - Stieltjes 测度与积分请参见 [6] ,第五 
章 ， S 9) .令 

y ) — [ uil ) diE x x 9 y ), jt , y € //• 

易见 $(•，•） 是只上共轭双线性泛函，且 

ru 

I<pO, y)l — 山 y) 

J m-0 

V KE,x 9 y)}<K|Wl||y|U 

ffl — Q 

这里 K 是 |«( OI 在 [W — e G , M ] 上的上确界.这说明 <?(•,•) 
是 H 上有界共轭双线性泛函，且 

根据第二章 S 3中定理 3.3, 恰存在 / f 上的一个有界线性算子 
使 M 

(5,2) iAx ^ y ) — < p { x f y ) — ( x,y € H m 

J »—0 

而且 

(又3) MI !<||< p ||< K . 

显然 2 由 《 U ) 唯一确定，记为 《( r ), 称为 r 对应 《 u ) 的算 
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竽逢錶.于是 

(5.4) («(r)jf,y) — [ u(X')d(B l x f y) 9 x 9 y € H. 

J m-0 

这个自伴算子函数的定义是 von Neumann 和 M . H. Stotid 
在 1« 2 年给出的.（参见 [ 2 1]，1 2 6°.) 

关于 H 上自伴算子 r 的函数 < t ) 有如下基本性质 
定理 5.2 设 u f u l9 u 2 都是 [m — e 0 , M ] 上的有界 Bore 1 函 
数， 《€C. 贝!1 

0) («, + 6) ⑺一 «!( T ) + u 2 ( T \ 

(ii) (a«)(T) — cctt(r). 

( iii ) (« i « 2 )( T ) — « i ( r )« a (^). 

( iv ) [«(r)]* _ 5 (r), 

这里 5(1) 是 « a) 的复共扼.特别，当 uix ) 是实值函数时, 
«(r) 是自伴 算子. 

(V )设 {«, u)}k 是 [济一 e 0 , M ] 上一致有界的 Borei 函 
数列，且处处收敛于 《a ). 则对任何 x € H 9 收敛 

于 «(TK 

( vi ) 当&(1)是 [w — e^M] 上的连续函数时、 

«(^> — f u ( l ) dE “ 

J m-0 

证 （ i )，（ ii ) 可由 (5.4) 式立即导出. 

( iii ) 由算子函数的定义，对任意： r , y €«, 

C^i(T )u 2 (T)x 9 y) 

—[ 〜(又 V(£i 岣 (T): ， y) 

Jm -0 

J MV ^ — 0 

— \ « 2 OV (£/^， E x r ) 

J m—0 J m—Q 

—f u x ix)d ( w 2 ( 户 ) 《五 y) 

J m-Q Um-9 
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故 


L «2<> V (五; i 五 〆 ， y )] 

[ «i ( 又 V f ( 五 〆 ， y) 

J ■一 0 J 

f a (又)(又 V (五 i 尤， y ) 

J m-9 

((« i « a )( T ):， y )* 


«t(r> 2 (T) - Cu^XT). 
( iv ). 由算子函数定义，对任意的 x f y ^ H 9 

(«( T ) x , >) — ( u { l ) dCE t x 9 y ) 

J m^O 

^ [ u ( X ) Kx 9 E x y ^) 

J 讎一 0 


讎 f*~«Cl)i(E a >r, x) 

) r»—0 

— (^(T)y, x) — (r,«(T)y) 

- ( uoor :， y ). 


s ( r ) 一 u ( r ) r . 


当 uiO 是实值函数 ， SCO _ “ CO , 于是 

«( r ) — s ( T )-[»( r )]% 


即 《( r ) 是自 伴的. 

( v ) 假设匕 ( i ) — — 《 U )， 则 {"•(OhL 是[携一 

e 0 ， Af ] 上一致有界的 Borcl 函数列，且 ^( X )-^ O , w — oo •由 
关于 Lebesgue-Stieltjes 积分的收敛定理(参见 [ 6 ], 第五章 , J 9 ), 
对任意的 x € H 9 

( \p m WVdiE x x 9 or)-^0, 当 oo. 

J M-0 

于是由性质 （ i ),( iii ),( iv ). 
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— »( T ) x || 2 

- II ^(^ >|| 2 ―( 匕 (r): ， t.(r» 

— ( o / r )] 〜 / r ) 太， 龙）一(^(^>*(^>» jt ) 

_ (\ p 0 IK ^)»* x ) 


(又 ）| 2 rf (五 A ; c ， z ) — 0， 当 n -► oo # 


■0 


u m ( T)x - ►«(r)x P 当 f» — oo. 

(vi) 对实数轴的任意如下分划 

逆： A *0 < w < • • * < A *«-1 < ^ » 

及 [/* 卜 I，〜]，々—1，2，"•，”，且 ft > m % 作函数 

»*(兄）輯好（“），当 1 €(作卜”…]，^ — I , •**,». 

则是 [m — e e , Af ] 上有界 Borel 函数，而 

cm 

{ u 9 ( T ) x f y ) — «,⑴五 1 :， y ) 

J 供一0 


i]p u.Wd(E lX ^ 

* Sfc 1 声\—， 

2 p «(hVC 五山 y ) 

*•1 J f ^ k—i 


n 


S «(“) (五（厶 *) 龙， y ) 


_ ([s 心*)石(厶 *〉j 


:， y ;# 


对任意的 y6H. 所以 


n 


^cn - 2 «( o )£( A t )， 

考叫 

这里， 石 （ A *) _ £巧一 E ^ x9 1,2, •••,»• 

任给 s >0, 由 uW 的一致连续性，存在5 >0,使 

|«(又）一 《(OI < e ，当 U — i '|< 久 
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于是当分划逆满足 ll^ll -max ~_丨| < 5时, 

Kk <» 

|«( 又 ) 一 “•( 又 ) 丨 <8， Vi € lm — e 99 3f]» 

由 (5.2) 和 (5.3) 可得 

il«(T) — »,(r)|| $ 9 

于是 


L(r)-2«c^)£(A,) 

' 1 

— H«(T) — w,(T)|| < 8, 

即 

«( T ) — [ uil ) dE x * 

J »— 0 

证毕. 

由这个定理容易看出，当 《 U ) 是 A 的多项式 KO 时 ，《( r ) 
恰好是 t 的多项式 Kr ). 

现在,对任给的实数令 ~ 



当 

当 ^ 


则易证 

e x "- Q ( r ). 

F . Riesz 最早发现下面的结果 

走理 S .3 存在一串一致有界的多项式仏(/0,使 

E x x — lim ^.( T ) x , 当 

证利用 Weierstrass 逼近定理可以构造出一致有界的多项 
式序列 { Pm }»^ \ 9 使得在[济一 So ， M ] 上有 




根据定理 5.2 的（ V )，对任何 r€H 

EiX — CxiT^x — limp.(T)x # 

m 

证毕. 
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这个定理使得我们对谱族有一个颇为生动直观的认识，而 5 
在不少场合,它也是方便的工具. 

命題 S.2 若 C€ 与有界自伴算子 T 可交换，即 

CT — TC . 则 C 与每个 A 亦可交换. 

证 根据定理 5.3, 存在一致有界的多项式序列 
使 

(5.5) Eix — Emp.Cr )^, 当： 

m 

由假设 ， CT _ TC , 从而对每个多项式 P,, 有 

Q.(r)- 以 r)c. 

故对任意的 x € H 9 

CpXT)x-p m mCx. 

令 OO, 由 (5.5) 式可得 

CE x x — E x Cx 9 

因 * € H 是任意的，故_ E X C . 证毕. 

定理 5.4 设 T € ^(//)是自伴的， { E l： -oo < i < 00} 

是 r 的谱族， v 

m ^ inf (r:,jc), M • sup (Top,x) # 

则 l,€pCT) 当且仅当下列情形之一 成立： 

(i) X q ^[w,A/]; 

(ii) 芯 €[w ， M ]， 存在 [w, M] 的子区间 [a ， 彳]，使 a < 
< 存，且 — 匕，当 i € [ a ， 〆 ]• 

证 充 分性. 根据定理 4 .5,只须证明当％属于 （ H) 的情 
形时， 一 r 是有界可逆的.这时我们可以定义实轴上 连续函 
数 


〖⑴ 


，当 或 


又 0 — i 

线性函数，当 I € (a, fiX 


由定理 5.2 的 ( vi ), «( r ) 可表为 


ucn -\ 

j 

注意，，当 

{ 1.1 - TXT) 

〜 （ r)u fl / -r) 


< DdS h 


, 于是 


f ： 


<又）（ 又。一 OdE x 


>o 


«U)U 0 一 iVEi 


0 


IdEx -h « a )( X 0 - l } dE t + r IdB, 

J J _ 


讎^一 £*-« + o + 五 w — 五 tf 一 /• 

故 l 9 I — T 是有界可逆的， 

必要性.设 A »6 P ( T ), 且 [ m f M ]. 由定理 4 . 5 ， 
m ， M , 于是可怍 [ w , Af ] 的子区间 A _[«,々：!，使 a ^ X 9 <^ 

记 Ru 纖 在 


1 9 1 - T 


( i 0 — i ) dE x 


两边同时左乘以心 。五 ( A ) (五 ( A ) _ E , — E a )， 由命题 5.2 可得 


£(△)- 心。五 CA) {X,-OdE k 

J m-o 


▲。五⑷ [f: 


( (又0 — O 從 * 
J tt J 


- R io] a (x # - OdE lm 

根据算子值积分定义，可以证明 

f a 0 - OdE, <^||£(A)||. 

' J a 

其中 々一 mSLx{fi — l af l Q — Of}, 于是 

||£( A )|| <^|/2 J || E ( A)|L 
选择《， A 充分接近可使 4 U & J 1 < I , 则 
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HB(A)n<i[|ECA)n. 


故 E ( A )-0, 即 E ,- .而匕是单调上升的，所以 E a - 
五。，当 i €[«, 4?], 证毕. 

定理 5*5 设 T € ^(//)是自伴算子， {£,: 一 oo < A < oo } 
是 T 的谱族，则 

( i ) I . 是 T 的特征值当且仅当 是仏 的间断点，即 E lo ^ 
£ v •当 h 是 r 的特征值时， Nixj 一 r ) - R ( E io - e 1o _X 

( ii ) a r ( T )- 0. 

( iii ) A ,€^( T ) 当且仅当仏在； l , 处连续，且对于满足 
Xj < X , < ^2的任何实数 Al ， t 都有~ 

证先证 （ i ) 的必要性.设； I ,是 T 的特征值，心_0是相 
应的特征元，即 


(九 •/ 一 T ) x 9 — 0 , 


则 


f 


m 


U •— l \ 2 dCE x x %f xJ — ((V — TJ 


0. 


假如 m < A t < Af , 由于（ I 、 r ,) 是单调上升的，被积函 
数是非负的,则对任意小的 s >0, 由 


r + r + f 

J J A 。一* J 


If 


Ao +« 


U • — x 1 2 i ( — o 


可知每一个积分都为 0, 于是 

I 又•一 X^diExX^x^ 


0 


"1 


l 0 +« 




— « 2 ((/ —五 io + s ) 尤 " a ) 

可见 U — •一 0,即 

(5.6) 




e 2 | l (/ — E lo + ^) x n \\ 




X 







(五 **+ •一 — x l# 

令 s — 0, 再次得到 （ 5.8) •因 a 〜 0 ，由（ 5.8) 可知仏。与匕 ― 
再证 （ i ) 的充分性•设 L 是^的间断点，即~ E Xq ^ 
任取 KE Xo - 中的非零元； r # ， 注意 
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在本节中总假定 H 是具有内积 （•，•） 的复的 Hilbert 空间. 
窝义设 (； 是映 H 到 H 上的有界线性算子,而且对任给的 
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五 i (五％ _ — Ex 0 —五 i 。—" 当 I > 1 §9 

由 *•_ ( E Xr — £ i 0 _.) x 0 , 可得 

Exx % — Ei { Ei 0 — Ei 0 ^ x $ 

— (心 0 — £*„-•>. — X *. 

于是 

五1尤0 太0，当 A >又扣 

又 

仏（心一 Ex ^ _ 五* 一^一 0,当 ；I < ‘ 

故 

E x x , — EjXE 、 一 Et 9 _ % ) x % ■ 0,当 I <1^ 

因此 u 

Tjc, — I IdExX, 

J 讎一 • 

ru 

■ I XdEtX % + l % x % + 1 XdEix^ — 1^“ 

J m~$ J * 0 

这说明 h 是 r 的特征值，而且所取的 & 正是相应的特征元，即 
及（匕。一 E lo ^< ZNCX.I - T ). 而在 r t € WU / — r ) 时，前已 
证出 （5.8) 式，可见 ，一 ~_ 0 ). 总之， 

NdlJ - T) _ RiE lo — 

( ii ) 由定理 4.4 可得. 

往证 （ iU ) 的充分性.根据定理 5.4, i t € o ( T ) # 而由上面 
的 （ i ) 与 （ ii ) 可知 Lianucr )， 故 i •谷〜 ( T ). 

最后 ，（ iii ) 的必要性•若 UaCO , 由定理 5.4, 

M ] •从 Wu p ( r ), 由 （ i ) 可 知匕在 4处连续，当然又•玫 
p (^), 再根据定理5.4，可知对任意的满足 l x <. l Q < 1 2 的实数 
h 山，必有 Hi , 关 E Xtf 证毕. 


子 

* 

酉 

6 

PS 




y 都有 

( Ux f C / y ) — O , y ), 

则称 t ； 为酉算子. 

在第二章 § 1 中，我们已指出过，欧氏空间中长度与角度同内 
积的关系，所酉变换 u 既保持长度也保持角度不变.它正是刚 
体运动在 Hilbert 空间上的 推广. 而在一切酉变换之下不变的性 
质的研究则可看作是欧氏几何学之无穷维空间的推广，例如，酉 
算子把 H 中的线性流形变成 H 中的线性流形，把 H 的子空间（闭 
线性流形）仍变成 H 的子空间. 

与酉算子密切相关的是下列概念 

定义 6.2 设 r : W — W 是线性算子，如果对任给的 x € H 9 

都有 

M - NI , 

则称 T 是保范算子. 

命題 6.1 设 T : H -^ H 是线性算子，则 r 是保范算子当且 

仅当 

( T ^, Ty ) — V«,y € H , 

证充分性是显然的.至于必要性，由极化恒等式（第二章 
§ 1中定理1_3)，对任意的 x ， y € H , 

4 

+ i\U + <yil 2 ― *lk ― ， _yl 卩 ]. 

分別以 rx , r y 替换由上式又可得 

iTx 9 Ty ) "-丄 [|| T (> + y )| l 2 — | fr(jr - y )!] 1 

4 

+ i \\ T(^x 4 - iy ) H 2 — /* liT(x — iy )|| 2 ]. 

现在 T 是保范算子，对任何 lir/ii - \\ f \ l 故由上述两个等 
式可知 

( Tx ， Ty ) — 0， y )， 



征毕. 

推论保范算子 r 是酉算子必须且只须 /?( r )— w . 

命題 6.2 设 r €/(//), 贝 ijr 是酉算子当且仅当 

T* - T -1 . 

证设 r 是酉算子，则 r 既是单射的也是满射的，从而 t 是有 
界可逆的.又对任给的 x , y € H r 

(x, y)«(Tx, Ty)-(r*rx,y). 

因而 


T*T - /• 、 

以广 1 右乘上式两端，即得 T * - T ~\ 

反之，若了，_ r — 1 ,则 T*T _ /,从而 
(Tjf,Ty) — (T*Tx,y) — (x,y), 

又 rr *_/, 表明 r 是满 射的. 因此了是酉算子. 证毕. 

例1设 //- L 2 (- oo , oo ), 对任意给定的实数定义 
( r ： c )(() — *(, + a )， 当 x — x { t ) € L 2 ( 一 00 , oo ) # 

显然，若 x (0 6 L 2 (— oo , oo ), 贝 IJ x(z + «)€ LX - oo , oo ), 且 

Iir^lP - [" kO + a )| Mr - T | x (0| 2 i /- \\ x\W 

J —CO J —CO 

故 r ： L 2 (- oo , oo )-^ L 2 (- oo , oo ) 是保范 算子. 易见 r 是满射 
的，所以 r 是酉箅子. 

通常人们称如此定义的了为平移算子. 

例2设 H 是复可分 Hilbert 空间， { e m }： — 是//的正规 
正交基•若£/€义("）使 

Uc m - ^ +1 ,对一切整数 

则称 I ；为双边移位算子.如 S 1，4°中一样可以证明 

U * e 9 — e m _ X9 对一切整数 

于是 

U m U — UU* — / # 


根据命题 6.2,0 是酉算子* 
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令 — S p { e n \ w — 0, 1, 易见 f /, ft £/ 的不变乎 

空间.而且… W , 恰是 § 1, 4° 中的单边移位算子又 

例 3设 [h 3] 是实轴上一个区间，《是给定的实数，考察 
L 2 [ a , b ] 上的乘法算子 

(TjfXO — 〆 〜(>),当 r — x ( r ) € L 2 [ a t b] m 

显然 

||r«|| 2 — I \e iat xit)\ 2 dt — I \xit)\ z dt — l|xil 2 # 

故 T : L a [ a ,^] — L 2 [ o , b ] 是保范算子.易见它还是满射的•所 
以 r 是酉 算子. 

例 4 设 / € L 2 ( —oo,oo), 定义 f 的 Fourier 变换 / 为 
Ka?)^ lim (—oo,oo). 

由江泽坚、吴智泉编《实变函数论》第二版，第七章， § 4, 如上定义 
的 Fourier 变换 /卜+/ 把 L 2 (— oo , oo ) 映到整个 L 2 (— oo p oo ) 

上，而且对任意的 /€ L 2 ( — oo , oo ) 都有 

11/11 - 11/11. 

因此，若定义算子为 

奶-/,当 / eL l (— oo , oo ). 

则是酉算子. 

这个例子表明，重要的 Fourier 变换正是从 L 2 ( — oo , oo ) 到 
自身的酉算子_ 

命题 6.3 H 上全体酉算子發构成一个群. 

证 显然/€汾，若£/€泌，则由命题 6.2, U * - U -\ 

从而 

(卩叫)* — Cu * y i - ( t /~ l )~ l * 

故由命题6.2, U -、暫 • 此外，对 U tf U 2 €^ r 9 由命题 6.2, 

iu^.y - urut - ur l uj l - (up.y 1 , 

所以 u 2 u ^^. 总之，欲是个群 • 证毕. 
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如同群 论一样 ，非常重要的是，如用群欲中的一个元£/去 
变换一个算子 r , 成为 T ^ u ~ l Tu f 可以证明， r 的许多性质 
都为 f 所保留.因此，可以通过 f 来研究 t . 这将在自伴算子 
的理论中充分地展示出来. 一 般称上述的？与 r 相互酉等价. 

例5设 T , ^( H ), U 是酉算子 ， f - U ~ l TU . 如果 
K 是 r 的特征值，则； I ,也是 f 的特征值. 

设； c #0 使 Tr *- X 9 x m 令 y ■ *尤，则 

fy - { U ^ TU ' iU^x - U~ x Tx — l % U^ l x - l $ y 9 
例6设： r ， t /€ 是酉算子 ， f - U ^ TU . 如果 T 

是自伴算子，则？也是自伴算子. 

因为 T * _ : T ， 于是由 L /* _ t /一 1 可知 

(f )* • {u~ l Tuy - u m T*cu^ i y - u^tu — f. 

以下设 {^*>7.,, 是 h 的两组正规正交基.则于任 

给的向量 x ^ H 9 设它在之下的坐标为 

〆 

w (x’tjPi)，i — # 

而在之下的坐标为 

h O, 妁 ）， i 議 1 ， 2, 

命麵 6.4 »之两组坐标的联系是 

m 

bi — 2 ^ik a k 卜 l» 2 f ***• 

其中 t ； _ (叫）是酉矩阵，即按矩阵乘法有 

UU ^ — u^u — t 9 

这里 I /*是 l ; 的转置共轭矩阵. 

证设 

< 1*1 — S 岣*炉 *， i — U ，"％ 

**■1 

这里 

u ik " (</"#> 9*)> uk — lf2, ^ 


则 
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h — ix f 0 f ) — 

oq m 

— S <p<) ― S 

*« 1 1 

往证 u - («,；) 是酉 矩阵. 对任意的自然数 rn,», 

Ln — （ U») 

- (s S 

如 1 *-1 / 

m 

— S ».心， 

*»I 

这里匕 ■ 是 Kronecker 常数 • 设 U* - («Ti), 由以是 t ； 的 
转置共轭矩阵，有 - u H . 故按无穷矩阵乘法 ( 参见第二章 S 八 
3 °) UU* 的第 w 行第 1 »列的元为 

• 4D 

<* 丨 * 叫 

所以，£/『一/. 

设 



炉 ；— 2 i _ 

\ 

_ 1,2,. 

••賣 

其中 





- ( 屯， 

<Pi ) — 

疋 H ， 

则 

- 




^mt* ma C 中 #» ，史 》) 





2 v ^k) 


00 

_ S V mkpMK — 

ix 

m u km 


如前 




250 • 


Cu*u) mm - 2 u ^k u kn r S 

♦龙 i * — i 

故 u*u - / # 证毕. 

设 r € —般定义 r 在 {%} 二与 从 •}/:, 下的表 

示矩阵为 

可以证明 

命题 6 . 5 存在酉矩阵"，使 

B - UHJ , 

证明可参见 [ 38 ], S IIL 1 中定理 3 . 1 的证明. 

以上这两个命题表示向量在不同基底下坐标之间与算子在不 
同基底下矩阵表示之间的关系都可以通过酉矩阵(或酉算 f ) 表达 
出来.它们正是量子力学中表象理论的数学概括和解释. 

命题 6.6 re ^ CW ) 是酉算子当且仅当： T 是酉算子. 

证根据命题 6 . 2 , 

T 是酉算子 

<=> r * - r 一 1 

<==> ( r *)* - ( T * 1 )* - CT * y l 

. <=> 是酉算子. 

证毕. 

定理 < U 设 U 以 QT ) 是酉算子，则 

o-(j/)c{a^c ：UI - 1K 

证设 U | < I ，则对任给的 

11(t; 一 iOx\\ > II…1! 一 lIMi — W — UIIUII 

—(1 一 U|)||x||. 

可见"一又/是单射的，且 Riu - u ) 是闭的. 

由命题 6.6, U * 也是酉 算子. 因此， U *- lI -( U - U) m 
也是单射的，根据第二章 S 4 中定理 4 . 2 , 

RW - 10 - N{{U - liyy - {0} 丄 -W. 
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槪 u - XI 是有界可逆的，即 I € p(t/). 

由定理1.7， U 的谱半径 r(t/)< 1叫| - 1,故，当|1|>1 
时，必有 MpCtO . ' 

总之， ^ 

ff(l7)c{l€C ： U| - 1}. 

证毕. 

定义 6.3 设 /€/(//) 是自伴算子，则 

1/ - + 1/)(^ — i7)~ l 

称为 J 的 Cayley 变换 • 

定理 6.2 设 A € ^( H ) 是自伴算子 • 则 d 的 Cayley 变换 

1/是酉算子. 

证设 

/(0 — (I + 1)(/ — iT l f 一 oo < r < oo. 

则 f 是实轴上的连续函数.而且 

ko- o + *n _l - (I - oo + i*r i -1 //ox 

根据自伴算子函数演算(:定理 5.2), 

卜/⑷， 

而且 

- /(><) - [/( yi )]- 1 - U ~\ 

故是酉算子.证毕. 

习 M 

t 

1•设 S 是 Hilbert 空间 fT 上单边移位算子 C 见第四章中 Rx ^ 
R ( KS ^> 表示 s 的预解式.试证明 ， 

M -(1 又I 一 1广％当I又 1>1 

2 .设 X 是 Baaach 空间， T 廬， 了 ，€ 2(X )， 且 T,T a - T 2 T ia 如果又 € 
KrjnpCr ,), 则 

R (又， T 4 ) - /2(A，r,) - (7\ — T ^ RiX 9 T t ) RiX 9 T 0 9 
这个等式称为第二預解 公式. 试证明之. 
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3 •设 X 是 Banach 空间 ， T € 穿 (X), A ^ «(ot, T). 证明： 

CO 如果又， M€C ， 使 A<« — 又 ） -1 ，则当且仅当又《 
* KT ). 

(») 如果 M € P ( A )， 且 p(a — X )« 1,则 

«CM, - -J ： + i ； RCX 9 t\ 

4 •设; C 是 Banach 空间， { T .}；., C ^( X ), T € 穿（ X )，[^•一7'(|—0, 

试证明，如果 ^.€ pCT ), 则当》充分大时，\ € P (7 V ), 且 

lim(A^ — r • 广 * « ( 又 •/ 一 T)-\ 

_ 

5•设 X 是 Banach 空间， T ^ Sf(Xu *是自然数，又•是广 1 的特征 
值，则必存在 A 的某个》次根是 r 的特征值. 

«•设 f 是复平面上有界的无穷闭集. {«.«-, 是 f 的一个可数稠密子 
集 5 在〃中定义算子 r 为 

y « Tx ： y — x — {§■}• 

试证明： 

0) r 是从到 P 的有界线性 算子. 

( ii ) 每 个*, 都是 r 的特征值， 

( Ui ) <r(T) - F. 

(\ v ) F \({ a m }- ml ) ^ 0 , CT \ 

7 .设 X 是 Banach 空间, T €^ C ^), ^ € LatT # 如果 n € 々（ T ), 且 
t Latf ?( i 7 5 r ), 则” 

8 •设数列满足 «.—0 ? 00.在 P 中定义算子 r 为 

y _ r*: y — X — {f 

试证明 T 是 P 上的紧算子. 

9. k 证明： 当 X 是自反空间时，定理 3.3 的逆亦真，即如果每当 
*•，必有 Ax 9 -^ Ax , 9 则/必是 K 算子. 

10•设 X 是 空间 ， T € 5^( X ) 是紧算子， j € Latr ， 则 T|uf 

也是/上的紧算子. 

11•设 X 是 Banach 空间，< €穿（尤），又与0 ， T • — JC ， 则 

( i ) iV ( T ) « {0} ^ R ( T ) « X . 

( ii ) 4imW(T) « 0 ^dim^(r) — 0. 






( iii ) dim 2 V ( T ) « dimAT ( r )< 00 # 

12 •设 X 是 Banach 空间 ， T € ^(X). 如果存在自然数使 r •是 
紧算子，证 明： 

( i ) 至多是可数集. 

00 ~( r ) 唯一可能聚点是 o . 

13 •设 7* 是 Banach 空间 X 上有界线性算子，且 - 7\ 试 证明： 如果 
7•则 ^( T ) « {0, 1> # 

M •设匕，是 Hilbert 空间 H 上可交换的正交射彩.则 

P 全 i \ + P 2 —P ,1*1 

也是正交射影.且另外，若正交射影使 
则必有 Q > P . 

15•设 T 是 Hilbert 空间 H 上有界线性算子，且则 

^ HlTx » *} «» {*€ W ： T*x =» x} m 

16 .设 P 是 Hilbert 空间 f / 上非零正交射影，证明 Pfl _ 1. 

17•证 明： 定理 4.5 中， （一 00 ， m)Cp(yl)，《€</)• 

18•设是可分 Hilbert 空间 H 的正规正交基， r « y (//) •若 

对任何自然数《，”，都有 

则 r 是自伴的. 

19•设 H 是 Hilbert 空间， T ， 职€义（《).如果 T 是自伴的，则 W*TW 
也是自伴的. 

20•设 H 是 Hilbert 空间 ， T € ^( H ) 是自伴算子 • 试 证明： 1>0当 
且仅当吖 r 〕 c [0, oo ), 

21•设 H 是 Hilbert 空间， r € 《( H ) 是自伴算子，且 T >0. 试 证明： 
对任^的 *€ H , Tx - 0当且仅当 ( T *,*) - 0 # 

22•设 ■，是 Hilbert 空间 H 上的射影算子的序列，•证 

明： 亦是 H 上射影.进一步，如果 P ■都是正交射彩，则 f 亦是正交射影. 
23.设 ff 是无穷维的 Hilbert 空间 ， T € 如果7■是下方有界的， 

则 T 必不是紧算子. 

24 •设 H 是 Hilbert 空间， T € 5?(H) 称为正規算子，如果 T*T - TT \ 

试 证明： 对正规算子 T 总有 


• 2H t 




(0 ll^n « urn 1 . 

⑼ < t ) = mi . 

(iii) 若 A 与 M 是 r 之互异的特征值，； t,y 分别是 r 相应于 X 9$ i 的特 
征元，则 * 与 y 正交. 

( h ) 假如 r 还是紧的，则必有 h 的一个正规正交基 {?>•}*«/ u {#*)■•«¥， 
使 

(1) A < p m — X m ^ p m9 X .^0, 当》€/， 

A<pa » 0，当 《 € i ， 

这里 J 是有限的或可数集.若 J 是可数的，则 liniA . aO , 

m 

(2) 对任给的 0€ H ， 有展式 

A(p =- 

*€； 

这里右端级数是按范数收敛的. 

25. 设 T 是 Hilbert 空间 H 上自伴算子， {£*：-00 < A < oo ) 畢7的谱 

族.证明： r 的值域的闭包是 U - E , + 

26. 设 H 是 Hilbert 空间， T 9 £/ € ^ CH ), U 是酉算子，令？ Cntf • 

试证明： 

co m - II m . 

( ii ) a ( f ) * a ( r ). 、 

27•设 H 是 Hilbert 空间， T,U €义⑺）， r 是自伴算子， C ? 是酉蓴子. 
f - U - 1 TU . 试 证明： 对任何的有界 Borel 函数/，都有 

f ( T ) - U -/( T ) U , 

这里 Kt )， KT ) 分别表示 f 与 T 的函数演算 • 

28 •设 H 是 Hilbert 空间 ，V € i ?( K ) 是酉算子.试 证明: 

(0 如果 P € S ?( H ) 是正交射影，则 V ^ PU 也是正交射彩 • 

( ii ) 如果 T € ^( H ) 是正规算子，则也是正规算子 • 

( m ) 如果 ^€5? CH ) 是正箅子，则也是正算子 • 

设 S 是 Hilbert 空间 P 上的单边移位算子， 

• S : *2 ，••• } —"l 0， ：• ， *1 ， ：* ”*•}• 


求证 S 不能表成 
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S ® UP, 

这里&是酉算子， p 是正算子. 

30.设无穷矩阵 （《,•;) 是个酉矩阵， 求证： 它是可分 Hilbert 空间上 - 
个有界线性算子^的矩阵表达式，而且2还是酉算子. 





256 * 



第五章广义函数论大惫 


4 

引 官 


从 纯数学的观点，在 LKp > 1) 的对偶空间的研 究中，我们 
巳经 看到数值函数与线性泛函的密切联 系了： 

数值函数 

_ 

—— 线性泛函 /(< P )_ / OO9O ) 厶， 

_ 





下面我们将看到把数值函数扩充为线性泛函可说是广义函数论的 
—个基本思想. 

在近代微分方程理论中，人们为着要把微分学扩充到比可微 
函数广得多的对象上去，而想到对实数轴 R 上连续可微的函数 

/(*) 与 < p ( x ) (< pOr ) 的支集 supp <p — { x ： q>W ^ 0\ 是有界 
的），由分部积分法有 

f + fM^pix^dx — — ( fM<p\x)dx^ 

J 一 QO J 

从而把对 fM 的求导转化到 *00 上去 • 这启发人们选取适当 
的函数空间 K (比如具有紧的支集的无穷次可微函数的空间），可 
以定义函数空间尺上的泛函 f 的广义导数为 

q > € K I 一 > — 〈 F ， 〆 〉 会一/^ 〆 ）， 

其中 — 是 ipO ) 的导数, P 的广义导数也记作 DF , 

这比之经典的导数要广泛得多.例如，对任何在 K 上局部可积的 
函数 f (即在 R 的任何有限区间上都 Lcbe&gue 可积的函数），它 

当然可以是不连续的，但是由 
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尸（中） "■ f /0) 中 0) 办 ， (p 泛 K ， 

J —oo 

定义的泛函 F 的广义导数却是存在的，并且 

DF — L (< p )^ 一 [ / ( a :) q > K ( ji)dx , (p € K . 

J 一 oo 

远在 Poincare 的工作中，他已经从这个想法定义微分方程的弱解 
(参见[24]， P .221) •设 

L - 2 D s C n ^ D \ 

1/4 * 


这里 y 都是重指标，如： 一 U ， …， O , 


D 70 O 


dxU • • * dx \ 




UI — 1(，1， ，• •山 ）1 — 6 + —^ 

实系数 C ,,00 在 R " 的某个有界区域 G 上属于 C ' 
考虑方程 


(0.1) Lu — /. 

其中 fix ) 是已知的 G 上的局部平方可积的 函数. 一个在 G 上局 
部平方可积的函数《0)称为方程 (0.1) 的弱解，如果对任何 V 6 


cr ( G ), 都有 

这里 


(«, L *( p ) ■= U ， g >)， 



L *- 2 (- l ) , x ,+, ll D # C w W ^% 

!<»> 

a , g ) 表示 /, g ^ LKG ) 的内积 • 

上面从数值函数扩充到线性泛函的想法也适用于 Fourier 变 
换的 理论. 在经典理论中，有所谓 Parseval •关系，即于/, g € 
L 1 (一 oo ’ oo ) 有 

( 0 . 2 ) ( K^)sii*)du — [ f{u)Hu)du 9 

J —00 J —oo 

这里纟，5分别代表/,$的 Fourier 变换(参见江泽坚、吴智皋 


《实变函数论》第二皈，第七章， S 4). 下面我们将引进基本空间 
7( R 0, 对其上的连续线性泛函 T €^( R *), 比照着 (0 .2 ) 式, 
自然定义 T 的 Fourier 变换 F ( r ) 为 

<F(r),<p>A<T,tp>, 9 €^(R-), 

这里及以后， 〈 r ，< p > 表示泛函 r 作用在 y 上的值. 

据[24]， P . P , 228—230，这一工 作始于 A . Weil (1940)，而 
完成于 L . Schwartz ( 1950一1 951). 

§1基本函数空间逆上的广义函数及其导数 

设想在无限长的棒上有一质量分布，只集中在 G 处，总质 
量 为一个单位.设密度函数为50)，意即 

衣00 — 0，当 jc ^ 0, 

且 



从 Rie^iann 或 Lebesgue 积分论来看，这样的是不可理解 
的 ，如果 还要求能对 进行多次求导，那就更不 好办了 .但 

是如此的 8^ 在工程中却是常见的，例如在无线电工程中常考 
察的所谓脉冲，它在极短时间内爆发出一个单位能量 的信号，这 
一物理现象的描述实与上述的质量分布类似，一些工程书上就用 
来表达 • 

为了解像 M 这样的函数，如引言所说，先要选取适 当的函 
数空间. 

定义 1.1 (基本函数空间激） 设纫是一 oo<x < CO 上无 
穷次可微且在某有限区间外为零的函数全体，按着通常的函数加 
法和数乘，成为线性空间.在其中定义极限概念如下： 

设9»€逆，若 

(1) 存在有限区间 u ，6]， 使支集 supp(<p # )c[a, ^], »— 
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〈2) 对每个非负整数 f , 在一 sccjr < co 上，都 
一致地收敛于 < p ^ Kx ). 

则称 {< pJk 在逆中收敛于史，简记作％ — < P (逆） • 
定义 1.2( 遇广义函数）逆上的按％ — y (纫）为连续 
的线性泛函 r 称为劣广义函数，简记为 T €^ TR ) (或了€ 

逆 '). ， 

例1凡 R 上局部可积函数都是翅广义函数. 

设 f 是 R i 局部可积函数，则 f 对应着如下定义的纫广义 
函数巧： 

(1.1) ( K *)< p 00 办，当乎€您. 

J —oft 、 

首先，了/的线性是显 然的. 其次设 {( p m }% iC ：^> 9 qp€ 

使％— ?>( 逆），则存在有限区间 U , b]y ft 

supp ( q >^) cilayb] f n — 1，2，“《， 
supp (< p ) C [ a , A ], 

且 

max | qt >_00 —屮 001 -♦(>， 当 oo . 

注意 /00 在[«，彡]上可积，于是由 Lebesgue 控制收敛定理 

KT / ,<p a >-<r / , ( p>! 

■ j fM<p a Cx}dx — [ fOO(pOOJx 

^ I 丨/00 I I 中*(龙） 一 妒00 I 办 — 0,当 n -► oo . 

说明 L 是逆广义函数. 

如果我们对几乎处处相等的局部可积函数不加区别，看作同 
一个元，则上述对应 

/ — r, € 欲 ，00 

是一对一的.事实上，只须证明，若 /o> 是局部可积函数，使 

/00y00^f_0，Vqo € 
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则 /(») — 0, a . e.i 为此 又兑绩 ffi 明，对柱惫这_ [七一衣，尤。+ 

ff ] C (-00, 00 )，都有 /0 O 由 1 0* a - e •于 |>。一办， r D 十幻 •令 


1 ■ rsgn/C^f), [x 0 — 5 ，方 0 + 办]， 

tW ^ to , 在别处. 

显然有 ？€ I /( R )， 利用 Weierstrass 定理可以证明，存在谬中 
函数列 {/»}：：-!,$ 1?_00丨 < 1，《_ 1，2,^•，且 

II?* — JWlHr) 0 ,当 n —oo* 

从而由实变函数论中的 Lebesgue 收敛定理（参见[6]，第五章, 
S 5)， 有 

f •+ 1 /(*) 1^ — ( ，0+ f(y>f{x)dx 

J 一在 •/ # 0 一衣 

— ( Kx )} ix^dx 
J —00 

_ lhn [°° f 00，《00 厶 _ o . 

鱔 J _oo 

故 K 穿 ）_ 0, a . e •于[ X 。一 8 f x 0 + d ], 

总之，每个局部可积 函数按 （1.1) 对应一个逆广 义函数，而 
且这 个对应 是一对一的.从这个意义上说， 每个局 部可积函数都 
是淡广义函数，而乃 直 接记为 

例2 Dirac 函数是谬广义函数. 

定义 

<5,< p > 旮史 （0)，当 

易见 S 是线性的，而且当 A — 外 (这 0,我们有 

1 史》 (0) — 9> 。 (0)1 — 0 ，当 n —<»• 

于是 

1<5,9.> 一 <5,< p 0 >| 

—I 9*(°) — 平。( 0 )1 —0，当 n -^ oo m 
可见 a 是逆上连续线性泛函•于是 5 00是必广义函数，称 
为 Dirac 函歡 • 

如引言所说到的 ，可 如下定义广义函数的导数. 
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定义 1.3 设纫 XR )， 定义 ; 

(1-2) <戶'，屮>会一 < F ， 〆 〉，当 < p 疤虚 • 

这里 < - 〆 (>)是 <p _ < pM 的导数.广有时也记为 DF , 

称为 F 的导数. 


< p € 逆是无穷次可微的，且在某个有限区间外恒为0.故 
V ， 也是无穷次可微的，且在某个有限区间外恒为0.即 
从而 < F ， gO 有意义.显然如此定义的 F ' 是逆上线性泛函. 
如果 h — < p ( 逆），则？ ^的 各阶导数分別一致地收敛到平的 
各阶导数，于是 （ P : — 〆 (逆） . 故由 F 的连续性可知 F ' 也是连 
续的 ， SH 欲 '( R ). 


例 3 〈次， *p> — —<p'(0 )， Vqp € . 

由广义函数的导数定义及例 2 可知，对任意的 （？€ 激, 

， qp > — ■ — < pX ^)* 


例4 考察 Heaviside 函数 


"00 - 



当：*: <0, 
当 x >0. 


则 iT ^ s m 

显然 HO ) 是 K 上局部可积函数，由例1, //是0广义函 
数.按广义函数导数定义，对任给的淡， 


<//', qp> — 一〈 // ， q/> 


一一 f H(jx)q> f (jOd, 
J 一 CO 

— <p(0) — {S ， q>\ 


< p»dx 


j 


故 H ，_ 

定理 U 设逆' ( R ), 则 P 的各阶导数 D ， F 都存在，而 
且 D ^ F € 逆' ( R ). 

证 从广义函数导数定义下的注解可知，若逆' ( R ), 则 
DF - F 存在，且 DF €^ XR ). 从而，由数学归纳法，对任意自 
然数6，的夕阶导数 D^F 存在，且 D^F € ( R ). 证毕 • 


，262 * 



走理 1.2 设逆' ( R )， 谬' ( K ), 而且 

lim F,( qp)-• F(qp), V<p € 

则对任何自然数 h 

lim(D i 'F (( )(qo) — (D^F)(qp), Vqg € 

H 

证当 < p € 锣，对任何自然数反复利用（ I . 2 ) 
式可得 

< d^f , < p > — (— iy <f , 

即 

( Z > M )(( P ) - (— o 邛 （< p ⑷），平 H 

于是 

Um( s D f F n )C<P^ ■" Km( 一 l)’F w Cq> (fy ) 

9 » 

-(一 iy /?(< p ⑻）一 ( d ， f ) o ). 

证毕. • 

最后，我们应该指出，在前述基本空间逐的定义中，只是给 
出 g> n " ► < pC ^^ 的意义，没有完整地给出逆 _ t 的招扑_这在 
理论的进一步发展上是不方 便的. 为此许多书的作者都要稍费事 
地定义劣上的拓扑为逆 K 空间的归纳极限，这里尺是 R 的紧 
子集，逆^一 { ( p € Cr ( R ) : S tipp ( pC ： K }. 可以证明，按前 述％— 
< p (逆）为连续的线性泛函也是按多上拓扑为连续的线性泛 
函.（参见 [37 ]，S 6.3 —§ 6.5) 

利用谬上的拓扑可有 

定理 1.3 设 { F m }%, cz ^ ( R ), 而且当9 €级时， 
llm ( F 99 q > y 总存在，则有尸€级'00,使 

m 


Um < F 0 , gE )) — < F ,< p >, N < p (逆 • 

m 

证明可参见 [37]，§6.17. 这黾正是因为有了上述由归纳极限 
定义的拓扑,才得以将问题转化为 Fr ^ chet 空间逐 K 上的一致有 
界原理 • 
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从前面三个定理足见广义函数的求导是十分灵活的.这比之 
数学分析上函数的可微性和函数级数的逐项微分定理，真是惊人 
的大解放. 

§2基本函数空间，上的广义函数 
及其 Fourier 变换 

1° Fourier 变换在许多领域(数学、物理与工程技术）中都 
是很重要的工具,但是它的经典理论却有不少缺陷.第一,它所能 
施用上去的函数要受到很多限制（一般只是 L 1 与的理论比 
较完整.后籴人们费了很大的劲研究 L^(l < p <2) 上的 
Fourier 变换 理论. 至于 P ：> 2的情况，虽然经过 S . ttochner 与 
N . Wiener 作出重要的贡献，但仍远不能令人满意).第二,它在 
运算上极不灵活，在视 Fourier 变换为算子时，甚至其值域也是 
很不清楚的.那么如何解决这些问题呢？出路仍在于扩充函数的 
概念.正像历史上极限概念的发展和确立，必须把有理数域扩充 
到实数域 一样. （参见[ 5 ]，第四章） 

2°基本空间 〆 

回忆第一章 S 8的例3中急减函数空间 Y ( R *). 

定义 2 .1 设小 O ) 是 R * 上无穷次可微的函数，而且对任 

何重指标《 (叫，_••，》•)及/^ _ (内， •• •， Pm )， 

(2.1) — sup|^3^cA(flp) | <oo ， 

*€ R W 

这里… rj •，则称必 0*0 为魚减函数，记作 少 € S ^( R *)， 
^( R *) 有时简记为 

在义 中规定 如下的极限槪 念：若 且 

( i ) 对任给的重指标 a 和 p ， 

^?\\Tr\Lp < 00 • 

v 

( ii ) 对任给的《和 P ， 都有在 R * 上一致 
地趋 〒零 ，当 v —► oo . 
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y 


则称 {?>，}& 在 7 中收敛到 o . 记作 — 0(夕). 

注意对 < p€5^， 、由 （2.1) 可直接得 出：当： c —oo 时，平00-> 
0衰减的速度比之任何 1/PO) 都快，这里 POO 是任何多项式，所 
以人们称之为急减函数.此^中的函数是无穷次可微的，所 
以是很光滑的，显然这样的函数类比较狭窄，为什么要考虑如此 
狭窄的函数空间呢？一个原因在于所考虑的空间越小，定义于其 
上的连续泛函的范围就越大.如果把广义函数定义成基本空间 
义 (RO 上按 < p ，— 0 ⑺ 为连续的线性泛函，那么 /OO- 1, 
sinx 等都属于此类广义函数了，下面我们将详细地说明这一 
点. 

3° ^ 广义函数 

^(R *) 上的按％ — o(y) 为连续的线性泛函 r， 叫做 y 
广义函数，记作 r € ^(R*). 

一般称 ^( R _) 上由半范数族所定义的拓扑为 〆 
上的拓扑，在第一章 s 8例3中我们已经证明，按这个拓扑 ^(R*) 
是 F 空间，在第三章 S 8, 2° 中我们进一步指出它是 FMchet 空 
间.现在容易看出，/广义函数正按^上的拓扑为连续的线 
性泛函. 

定义 2.2 若 Kx ) 在 R •上连续，且有正整数 々及 常数 
C >0, 使 

(2.2) I/O ) 丨 <C(l-h IWP) 及， Vr€R-, 

这里 IkIP —; \ x f \\ 则称 ZOO 为级增函数. 

显然,这类函数的范围较为广泛，诸如常数，^ sinx, 以及 
许多在应用中起着重要作用的函数多包含在此类中，而这些函数 
在经典理论中却不可能有 Fourier 变换. 

定理 2.1 每个缓增函数 fO ) 都确定一个7广义函 

数. 

12对每个定义 
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</ ，史>会 fix)(pix)dx. 

Jr 

因 < pOO 满足 （2.1), fOO 满足 （2.2), 故右端积分存在.易见 
< f ，< P > 是7 上线性泛函. 

若 < p r -0(5^), 由极限定义，对任给的正整数心， （1 + 

m 

lUii 2 )^ 1 可展开成2 c f x < ti * 这里 q 是常数，_ (叼1， •• •，灼 •） 

是重指标，釣 一 r ? i … 故有常数 M , >0,使 
(2.3) (1+ lkli 2 ) 4, t (PvM i < M t ，对一切 V ， 

且上一致地趋于0.因 / O ) 是缓增函数，由 
(2.2)， 


!</» < Pp>I 


/(*) q > wix)dx 




MjtlOr 


CM.Cl-h W*) 卜 W *， 


对任给 e >0, 选取充分大 的七与 r , 使上式右端第二项小宁 
e /2, 然后，对这固定的 r ， 自然有 


U /0 ° 叭 


总之，当 v — oo •故 < 

毕. 

例1若/ €△《『)(/» >1)，贝 IJ 


.故 < f , V > 是/广 义函数_证 


</，< p > 会 /0)妒00办，当 <p € 5^( R "), 


恒有意义，且 


i </, < p>i < ii/ywi 


这里± +专 


1，当 p > 1;令 


,当 f U 


若 A — 0(浐），对1<穿<00(?-①证明是类似的），注意 
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H^IU - [ , + I lqpp(^) l^. 

J J IUII>F 

対任给的 e>0, 由 （2.3) 式，选取充分大的 r， 则上式右端第二 
项小于 e/2, 然后对固定的 r， 上式右端第一项自然小于 s!2, 当 
v 充分 大时. 于是II中山—0,从而〈/，9»〉 —0* 这说明〈/，乎〉 
是^广义函数. . 

总之，每个 f€L^(R-)(p >0 都确定一个7广义函数. 
4 °基本函数的 Fourier 变换 

设 /CO — /(々， •• •，太 *) € //( R *)， 定义 KO 的 Fourier 变 

换为 

(2.4) F(/XO- ( s f(,x)e^dx 9 C€R*. 

Jr * - 

这里及以下总采用记号 

X — (尤1， • ••〆•)， 

C _ ( Ct ， …，“)， 

xC —' x t Ci + • ••十 x m c m9 

dx ■ dx x * * .dx n . 

可以证明，对于 /€y(R») ，设 KO - FGXO, 则有反演公式 

(2.5) F ^ CgKx ) - j R# KO^' c ^C. 

我们只对》= 3的情况给出证明.对于一般情况证明也是类 
似的.设 Kx )6/( R 3 )， 记 

八 (“， xj - 

我们知道，对一元函数 <pO)， 当9>0*0，〆(»， …，* p <w) 00 € 
L l (-oo,oo) 时，关于 Fourier 变换与求导之间有关系式 

F(9> ( 々)）（《) — (i’w)W(<p〉（*0， 对 
故 

i kl C } l fiiCnX 29 x $ ) — (念广 办“ 
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可见 / i ( fi ^ a » x ,)€^( R 3 ). 故由 Dini 定理(参见 HE ； 希洛夫 
《数学分析专门教 程》， ％5— 368页） 

1 f°* 

*») ~ r ~ \ / i ( Ci ， 尤2,龙“ 

L7t J -« 

同样设 

/aCCufi*^) ^ [ A(fi ， X2 ， jOr*** C ，^, 

J — oo 

则如前也有 / iai , C 2 , x ,)€^( R 3 )* 再由 Dini 定理 

/i(fw,) —; fiiCifCitxJe^dCu 

2yt J —« 

于是 

/( 太 1 ， 尤 2，*») 士 [ c i9 ^d^ x * ~ f /jCCmCh *i)^ ， #,42 ^Cj. 

lye J -«» 2lt J -« 

再设 

J — 

则如前又有 /,( Ci ,£ 2 ,^)€^( R 3 ) > 再由 Dini 定理 

/a(Ji,C2*^) — ( h(Ci ， 5 2 ;V* 山扣 》• 

L7t J 

从而 

Kx l9 x i9 xJ — ( e iM ^di x • J- ( 

2jt J-co 2 ir J 

产 BO 

•7-( « C 1 , C 2 ， f , V * 山礼 

2tt J-~ 

(2 - 6) - 点匚 ~* 叫 : ^ 

• r /，(5,， c 2 , owf ” 

J —00 

根据 Fubini 定理，多重积分可以化为累次积分,于是由 （2.4) 定义 
的 f 的 Fourier 变換可表为 
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PUXO — P e~ ix ^dx x I* e-^dXt 






从 /iCCi,^^,), /XGC:,*,) 及 fXCif C 29 f,) 的表达式,我们得 

m . 的 篇 

/3(Ci>C 2 ,C,) — f e~ im ^dx x f e^ iat * c *dx 2 

J 零 Oft J —«• + 

• f Kx l 9 x 29 x i )e^ i 9 ^*dx $ — F(/)(t). 

J 

设 ^_F(f)， 则 KC )-/,( Ci , C 2 , C ,), 从 ( 2 . 6 ) 有 

rxg )00_ foo 




• c ， vw & 

总之，反演公式 (2*5) 成立. 

对于多元函数的 Fourier 变换，假若函数相当光滑，而且适 
当衰减，特别对 MW(RO 有 

(2.7) 


F (— F ⑴， 

oCi 


这里 a —(〜，•••，《•) 是重指标，而 

x 9 —尤卜. • •：:》， 

C "- C ^*** C；s 

^ 一 的 — 和 ■/ 


Q a f 


9*卜 • • dx ；« 
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我们不妨候萣 

Wbini 定理， 


心籴证明 O ) 第一式.首先，稂据 


dx m 


/)(0 


Ut ) w 




dx 4 


• Oi ， … ，o 厂 ’**〜 办 I 


利用分部积分，注意 f e ^( R -) 是急减函数而有 


F (^~ /) ( f ) - j *• 

产 oo 

— I fixi, …， x.) 

J —<» dx m J 

— it m f e~ ix ^dx^ * • 

J —oo 

f K:“ …， 

J —06 


故 （2.7) 第一式成立，至于第二式可以通过反复使用第一式而得 

到. 

对 (2.7) 第三式，从 

f ^ i3t ^ l dxi* * * [ c~ ix fiidx^* - • 

J —<» J —oo 

(K 太厂 a* c • 办 . 

J — oo 

在积分号卞求导，则 

• • t .( — ixj > )e~ ix fiidx^ • • 

J —go 

因为/ €^( K -), 故上式右端关于（是一致收敛的，因而在积分 
号下求导是可行的.又根据 Fubmi 定理,上式右端即为 

F(—;Xj/)( 0 . 
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所以 


占 F (/)- 

dC ， 

至于 （2.7) 第四式，通过反复利用第三式即可得到 
引理 2.1 若 f€Y(R*)， 则 F(/)€^(R»). 

证由 （2.7), 对任意重指标《及有 

f a tf [x”o)]r 叫办 

Jr 

一 Fcanx ^ nxo - i ^ Fd^txo 
- i lai r ("0*^ a^(/xo 

- / , a ,+ ^? tf a ^ F (/)(0. 

由于 3*0r"0O)€7CR*), 故对任意正整数 k > n ， 

( i - HWP ) M 9-(^/ w )| 

在 R* 上有界.选取常数 c 9 使 

( --- dx 輯 c • 

Jr - CH - IUliO ^ 

则有 

\ C a d ^ FUXO \ 

| a a [ x ^ C^]|rfr 

(2.8) - I 1 - (1 + W 2 )*| W/o))|^r 

Jr* (1 + W )* 

< Csup [(1 十 l | af|| 2 )M ]• 

可见 FiD 满足条件 （2.1), 又在 （2.7) 第四式的证明中巳经知道 
F (/) 在 R_ 上无穷次可微，故 F(/)^^(R«). 证毕. 

这个引理显示出 〆 '空间的基本特点，表明^是对 Fourier 
变换最合适的基本空间.此外，由反演公式的対称性，引理的推证 
对逆变换也一样成立.即有 

引理 2.2 若 £€ Y ( RO , 则 F~ 1 (^)€^(R*). 

定理 2.2 变换 g - F { D 是变 7( R_) 为7(妒）的拓扑 
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线性同构. 


证若 0(7), 由 （2.8) 以及引理 2.1 证明中关于 
c a d ， nr > 的积分表达式容易证出 nu — o ⑺.这表明 
nn 是从 y 到^的连续变换，关于 f 的线性是显然的. 

由反演公式，逆变换 F ' Kg ^ 与变换 F(/) 的形式相似，如 
前可证， F _ Kg ) 也是从/到 y 的连续线性变换.又 

— g . 

总之， 

F (^( R *)) - 5^( R *) # 

且 F 是一对一的线性变换.证毕. 

5° 广义由数的 Fourier 变換 

对于 00 , 00 ), 由 Parseval 关系（参见江泽坚、吴 
智泉《实变函数论》第二版，第七章， S 4), 有 

K^)gCu)du — ( /(w)i(«V«, 

J —«* J —00 


即 > 

</， 犮〉— 

这里分别表示 / d 的 Fourier 变换.这便提示我们引进下 
面概念 • 

定义 2.3 对 r€^(R*) ，其 Fourier 变换 FCT ) 定义为 

</?(70，中>会 < r ， F (< p )>， 当 < p €^( R *). 

注意,由定理 2.2, 上式右端是 ^(R -) 上的按仏― 0(50 
为连续的线性泛函，因此它确定一个 y 广义函数.即 i ? cn 是 

•j 

从到 ^( R *) 的 变换. 

设 / C 0€ U ( K 0, 则 / O ) 的经典 Fourier 变换为 

峰 

KO — [ # f < ix ) e ~ iM ^ dx m 

J R 

根据例1， /W 所确定的^广义函数为 


< r，,〉_{ R 


f00<p00dx ， 当 <p € 


勢 


272 * 


鬌 





显然， 

<i ? (r),g>)-<T,F(( P )> 

一 Jr - ⑼ 尸( 沪 )( 咖 

- j R(l fCx) f R- <p(C>- ax dCdx 
_ j R(I <p(?VC | rJ# fOOc-^dx 

- m < p < oKndc 9 

J R* 

故 F ( T ) 恰是由 f 的 Fourier 变换 / 确定的 5^ 广兴函数.这 
表明7广义函数的 Fourier 变换是经典 Fourier 变换的推 

r. 

前面已经指出，任何缓增函数 f 都确定一个 义广 义函数 

T (( p )- j R(( /0)< p 00 厶，当 <P € ^( R *). 

从而有相应于 fix ) 的广义的 Fourier 变换.所以，现在的理论 
比之经典理论的适用范围宽广多了. 

例2 F(^«XO-2^a- tf ) # 

这里，对 fi€R, KC 一 a ) 是如下定义的〆广义函数： 

〈在 (C 一《〉， V〉^<p(tf)， 当 v € ^(R). 

因为对任意的 9»€^( R ), 

1 

— | < imM 4 ^( je)dx — 2 jt ( pCa ) 

_ 2^r<5(C — 

故 


K^*XO-2^(f-a) # 


例3 F ( l ) - 2^8. 

因为对任意的 < p €7( K ), 
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〈户 (1)， 妒〉一 〈“户(屮)〉 

— 1 f Jjr — ( 

Jr J k 

—• 2nrqp(0) — 2w 〈 d,qp〉. 


/?( 1 ) — lied m 

定义 2 . 4 对 T € ^( R *), 定义厂乂了）为 
〈 Fir )#〉 会 〈 rj - Xtp )〉， 当 <p € 

由定理 2 . 2 , 上式右端是 Y 上按 wO ( y ) 为连续的线 
性泛函，因此 F _ i ( r ) 是^广义函数. 

显然 

(F^CFCT)),^)- <i?(r),F_ l O)> 

- KT.FCF-^tp))) 

— {T 9 tp}^ tp € S^(R*). 

同理有 

<F(F- l CT»,<p>-<T,(p> t <p € ^(K*). 

这就得到极整齐的反演公式. 

定理 2.3 厂 1 (F(r)) —r, 

F(F - 1 (r)) — r. 

定理 2. 4 F ( T ) 是变 ，( R _) 为 ^ CR -) 的拓扑线性同 

构. 

这里 ^( R # ) 上的拓扑理解为 ^( B *) 作为 Frtehet 空间 
^ CH *) 的对偶空间的 弱 3 * 拓扑..即 T # — 0 (^) 指的是对任给 
的少 € /(«•), 

〈^,，< P 〉— 0 ，当 ^ 


-证由 F ( r ) 和 f — l ( r ) 的定义和定理 2 . 3 , 可见 F ( r ) 是 
线性同构.若 7 ,- 0 (^), 即对任给的 


(: T” 屮 > — 0 , 当 " 00 . 

因为 F ( r />) 6 y ( W ), 故 
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〈 F ( rj ，< p >-〈 r ” FO )> 一0,当 oo . 

可见 F ( T p )-0(^). 所以 F ( T ) 是连续的.同样可以证明 
F ~ xn 也是连续的，证毕. 

例4 F ( sin 尤)。 ）一 7ti[d(X + 1) 一 8 (C — Ol * 

因为 

, e ix — e ^ 9 

Bin jc — - # 

li 

于是根据定理 2.4 与例 2 可得 

F(dn^xo- - [np)(o — Fdo] 


_ 士 [27f5(C — 1) — 2xdQC + 1)] 

It 


—jfl[5(C + l) — 5(C — 1)] # 

定理 2.3 表明^广义函数的 Fourier 变换的运算是对称的, 
灵活的.对于定理 2.4, 我们也可以认为它是 C 理论中 Planch - 
crel 定理的推广.关于 Plancherel 定理及其证明可参见江泽坚、 
吴智泉《实变函数论》第二版，第七章，§夂 


广义函数有很多优点，在处理具体问题时，时常考察由通常 
数 fix ) 生成的特珠的广义函数 


〈/， V 〉 


j R , fMq>Cx)dx m 


必须声明，不能认为广义函数的 Fourier 变换可以完全替代经典 
的理论，它只是从一个方面发展了原来的理论 • 


习 雇 

U 试证明 Dirac 函数 SOO 不是 R 上局部可积函数. 

a •设 oh 令 

f o, 当 *<«， 

H.(r) 

I，当 *>«• 

虞 fOO >-•)， 
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证明 « 欠. 

3 •设 / 是分 ( R ) 广义函数，则它也是 ^( R ) 广义函数，且对任意多 
项式 p ， 


^( K D )0(*) — K *) f (0(*)， 
p(W)(*) - K— 0)^00 )， 

这里 D 表示求导， F 表示 Fourier 变换.试证明之. 

4 •求下列 ^( R ) 广义函数的 Fourier 变换： 

( i ) X *, ( ii ) COI *， （ iii ) « 


附录拓扑空间 

定义1设 X 是一个非空集合，如果^是 X 的子集组成的集合,具有如 
下性质： 

( i ) X € ^. 

( ii ) 7中任意多个子集的并集还在7中，即如果{尤}««<(=^，则 

<r 

( iii 〕 7中有限个子集的交集在 7 中，即如果则 

h 

#*t 

则称7为 X 上的一个拓扑，称 < x ,57 为拓扑空间、有时也简称 X 为拓 
扑空间 . 7中的子集称为 X 的开集， X 中的元素称为点. 

供1设 < x ,/> 是一个距离空间，令7是 X 中全体由距离定义的开 
集 C 见第一章 S 4) 组成的集合，则7满足定义1的所有条件，故7是； :上 
—个拓扑，称为由距离所诱导的拓扑.通常我们说距离空间是拓扑空间， 
指的就是这个拓扑空间 

定义2设 < x ， 是一个拓扑空间. 

(1) 点 *€ X , V C X 称为 * 的邻域，如果存在0«方，使 x ^ O < zV m 

( ii ) 子集 Fax 称为闭集，如果 F 的余集 X \ P 是开集， 

由拓扑和闭集的定义，根据取余集与交和并运算之间的关系式 C 见[6]， 
第一章，§ 1)，容易验证 

定 a 1设 <^> 是拓扑空间，则 
0) 0 , X 都是闭集. 

( H ) 任意多个闭集的交集是闭箄. 

( iii ) 有限个 闭集的并集是闭集. 

定义3设 < X ,7> 是拓扑空间，货 O ) 表示点 *€ X 的全体邻域的 
集合. « r (*) 的一个子集合 n *) 称为点*的部域基，如果对任何 

珐有 qyo )， 使 rc £/， 




定理 2 设 < X 9 ^> 是拓扑空间， rix 、 表示点 r €X 的邻域基，则 

(1) 任给 V ^< r { x ) 9 必有 r € v . 

( 2 ) 任给 v l 9 v , e < rC ^ 9 必有 匕 € 少 00 ,便 v t <= v t nv ^ 

(3) 如果^€^),必有 ry € 9 T ( x ) 9 使灰 cr， 且任给 y€»s 存在 
U€y(y)， 使汉 C' 

证 （1) 是显然的. 

(幻设 F ,， V t € 9 T ( x ) 9 存在 A, 1% €夕，使 ^ V ： czV i9 x ^ V t C 
r*. 从而 n^cv.n^. 因为 K;nr; € y, 则 匕门匕€4/00,从 

而有 7，€寳00,使 

(3) 设 V ^ x ) 9 则存在 亨使* €K，cV. 显然 V ' €4/(*), 
于是有胪€9^0)，使 W^V aV m 任给 y €^, y€^ f , 而广是开集.所 
以 V €«/(>)• 于是存在 U € 9T( y ), 使 I/CF^CF. 证毕. ' 

反之, 我们有 

定理 3 设又是 一个非空集合，如果对任何的 *€X， 都给定X子集的 
非空族7(0,满足定理2的条件 U)—C3). 则必存在X上唯一的拓扑 
在拓扑空间 < X ，，> 中每点*的邻域基恰好是 YOX 
这个拓朴 $ 称为由 邻域基诱导的 拓扑. 

证对每点 *€^, ia ^(*) - {ucixt 存在 K € y<>)， 使 y ^\. 

定义 

S 3 — {EdXi Vy € E， 五 € 4/(y)}. 

则任给 A，A €功，必有 H, n 事实上， V，€^«ns,， 由 y€H,€ 

潘知 E t €^Cy )» 从而有 A€9^(y)， 使 V x < zB u 同理有 A €<r(y)， 使 
U t aE lm 于是由条件(2)，存在 l€Y(y)， 使 o t cU t nu t < zE t f \ E u 可见 
E t f \ E 2 €4irCy ). 故艮门圮安激. 

令少 表示由潑 中任意元的并集形成的族 ，则 0， XJ . 又7中任 
意元的并集还是激中元的并，因而在7 中. 为证7中有限元的交集在7 
中，只须证夕中任意两个元的交集在 夕中. 设如果 *€£/fl 
因 V 9 V 都是滋 中元的并 ，应有 y，r €货，使 *€^ ca , x ^ vc . 
v m 由前证 * € £/* n k €^ 因此 unv ^ \ y{wxw wcunvy . & 
表明 ut \ v ^^ 总之夕是；：上一个拓扑. 

往证在拓扑空间〈X ，中，每点 f 的全体邻域恰悬货 o)， 从闹 
r(*) 恰是点：的邻域基， 
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设 t /€^ C*X 则有 PerC *)， 使 *€^ c 苡•令 
^ - U{y 存在妒€寳（>)使 WcK }. 

任给 y € H '， 有阶€ 70)，使讲 C ： v •由条件（3)，存在阶 d r ( y )， 使取, C»S 
且对任意：€识|，存在 A 6 7(0,使 ^ tCZWcV ^ 可见设, CP ， 故 B ' € 
货 ()0. 因此5 €龙由【的定义可见: r € rcPctS 所以 i 7 是 I 的祁域. 

反之，设^/是*的邻域，则存在 He 激，使 *€5 ca . 根据廯的定 
义，及 € 轚0)，即有 P €9 T (0, 使 rcHcit /， 故 V &紙 t \ 总之轚 (》) 
是点 * 的全体邻域的集合. 

最后证明唯一性，设是 x 上拓扑.在每点》€尤，都以 y (*) 为 
'邻域基.如果 ud ， 任給"是 f 的邻域，因 <*) 是怎的邻域 
基，故有7€少0)，使 VdU ^ 因此 U 彳 K : K € yO ) 且 Kc £/} •在 

心中 9 r (*) 也是 ：的邻 域基，故每个亦属于从而 I ；亦在 
A 中•即 ，二汊” 同样可以证明歹, C 亨,.总之 A « 证毕. 

这 个定理 告诉我们，对一个非空集合，可以通过在每点给定满足定理2 
的条件（ I ) 一 ( 3 )的一族子集，即在每点给定邻域基的方法引进拓扑.本书在 
引进局部凸线性拓扑空间或 Banach 空间上弱拓扑时都是这样倣的. 

定义 4 设7，（0, r ,(*) 分别是拓扑夕”夕，在点 “X 的邻域 
&• 如果任给6€7»0)，有 P 2 « y * a O )， 使 V t av t 9 而且任给 K ； € 
7*0)，也有 K 6 AO )， 使 K ; cr ;， 则称 AO ) 与 r ,(*) 等价， 

根据定理及其证明容易看出，如果一个非空集合; f 上两个拓扑在每 
点》6 X 的邻域基都等价，则这两个拓扑相同. 

定义 5 设 < x , y > 是拓扑空间，如果 X 中任意两个不同的点都有不相 

交的邻域，称 X 为 H * u*dorff 空间. 

例 2 距离空间 < x ， rf > 是 Hau * dorf £ 空间， 

设 **， >. € X , •，则 <54 rfO ” y e )>0 •令 

《 { x ： J ( x 9 x 9 )< ff /3 }y 
U f 9 *= { x :^( x ? y 0 )< iy /3} # 

則 v » q > u k 分別是 〜， y 。 的邻域，且 c /^ n ^ * 0. 

设是拓扑空间， Bex , { J a } a ,^ a ^ 如果 

五 c 么， 

a < jT 

称 （人 是 e 的一个并 a 盖. 如果 *^, c ^ 9 而且 
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U 

则称为的一个子 覆盖. 

定义《设〈 X ，是拓扑空间， JSCX . 如果 E 的每个开覆盖都有有 
限的子覆盖，称 E 为紧集.如果 X 是紧集，称 X 为紧 空间. 如果 X 的每一点 
都有紧的邻域，称 X 为局部紧的. 

设 ( x , sy ， < y 5 ^> 都是拓扑空间，/: x->y 是映射， X .^ x , 如果对 
/(*.) 的每个邻域 P ， 存在*。的邻域心使 /(^) CK , 则称 j^E * •处 
连维.如果/在 X 上每点都连续，称 f 为连缂映射. 

定理4设 y 都是拓扑空间，是映射，则下述 等价： 

(0 /是连续映射， 

( ii ) 对 y 中任意开集0，/_乂0)是 X 中开集. 

( Hi ) 对 y 中任意闭集 F ，/^(/ o 是 X 中闭集. 

( i ) 与 （ ii ) 等价的证明完全类似于第一章§4中定理 4. U ( ii ) 与 
( iii ) 等价的证明由开集与闭集互为余集得到. 

定义7设 < x〆 〉 与 < y ,^> 都是拓扑空间，如杲映射 hx ^ r 是双 

射的（单射且满射），而且 “卜 都是连续的，则称 f 是同胚，并称拓扑空间 
< X ，5> 与 < Y , sry 是同胚的. 

设 < x ,^> 是一个拓扑空间， fOO 是 x 上复值函数，则集合 

«» pp (/) A {* € x ：>(4 f )_ o } 

称为/的 支集. 
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说 明：数 m .3 表示第三章第三节，余类推, 


-三画 

一致有界原理 （uniform boundedneit principle ) 
二次对偁 ( bidual ) 

下半弱连续的 （weakly lower semi-coatinoou*) 
上界 (upper bound) 

广义解 (generalised solution) 

子空间 (»« b » P » ce ) 

子覆盖 （• ttbcoT «) 

BB 葡 


开的 （ open) 

开映射 （open mapping) 

开映射定理 （open mapping theorem) 
开集 (open *et) 

开覆盖 (<>P* n cover) 

无处稠密 （nowhere dense) 

元穷维的 （infinite dimemional ) 

支集 （ Mpport) 

不动点 （fixed point) 

不变子空间 （invariant tubcpace ) 

内点 （interior point) 

内部 (interior) 

内积 （innet product) 

内积空间 （inner product space ) 

分离 （ separate) 

分离点 points ) 


II 

II 

11 
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附录 


I1K6 

II1.3 

附录 

附录 

II1.3 

1.2 

附录 

1.9 

IV*2 


IL1 
II.l 
III.2 

1^4 






双边理想 （ bi*ide ideal) IV.3 


双边移位算子 （bilaml shift operator ) IV .6 

双线性泛函 （bilinear function*l) II.3 

五 m 

可分的 （ separable) 1.4 

正交的 （ orthogonal) llA 

正交补 (orthogonal complement) 11*3 

正交射影 （orthogonal projection) IV*4 

正规正交基 （orthonormal basis) 11*2 

正规正交集 (orthonormal let) UA 

正 规算子 （normal operator) IV . 习思 

正專子 （positive ojpe»tor) IV,4 

本质上确界 （ e*seatial least upper bound) 1*3 

本质有界可测函数 （essentially bounded measurable function) 1*3 

本质有界可测函数空间 （space of essentially bounded measur«ble 

functiont) 

左理想 （left ideal) IV.3 

右理想 (right ideal) IV.3 

平行四边形法则 （parallelogram law) I! # | 

平移算子 （ tr«ulatiou operator) IV*6 

平衡的 （ balanced) III.2 

凸的 （ covex) 1II.2 

代数互补的 （alge braic complementary) 1.2 

代数补 (^lgebfaic complement) 1.2 

半范数 （》 emi-norm) L8 

加法 (addition) 1.2 

对角线方法 (diagonal method) 1.6 

对偶空间 〔dual space) III.4 

六 画 


共辆双线性泛函 （ con)ugatc bilinear funttional) 
共扼同构 (conjugate iiomorph) 

共興空间 (con)ug*tc space) 
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11.3 

n.3 

1U3 


共扼线性的 （coniugate Itneat) IU3 

共 鸣定理 （resonance theorem) 111.3 

有序集 （ordered set) U1 

有限秩算子 （finite rank operator 〉 IV.3 

有限维的 （nnite dtmentional) U2 

有界的 （ bounded) 1 •习通 1*7 

有界可逆的 （bounded inveitible) U7 


有界 自伴算子潜分解定理 （丨 pectr»l decompositioa theorem foe 
bounded sel{*dloint operator) 

有界序 列空间 (space of bounded sequences) 

有逆 （have an inverse) 

压缩 (contraction) 

压缩映象原理 （contiactiott mapping principle) 

列紧的 （sequentially compact) 

同胚 (homeomorphism) 

同胚的 （ homcomorphic) 

同等 连续的 （ cquicontinuou*) 

破收的 (abtorbing) 

收致序 列空间 (space of convergent sequences) 

自反空间 (reflexive space) 

自共扼性 （《 n-couiug*cy) 

自共扼 K [ 子 （ selfconlug*tft operator) 

自列紧集 （*eHuequcntially compact set) 

自伴算子 （leliadioint operator) 

向置 （ vector) 

向量空间 （vector space) 

全连续算子 （completely contioaous operator) 

闭图形定理 （closed graph theorem) 

闭的 (closed) 

闭值域定理 （closed rAnge theorem) 

闭集 (closed *et) 

闭算子 （ clo«ed operttor) 

导数 (derivative) 

约化子空间 （reduced tubipace) 

阶 （ order) 


IV. 5 
1.3 
1.7 
t.9 
U9 
1*6 

附录 

附录 

6 


II 

I 
II 

II 

V 
I 

V 


V 

11 


II 

附录 


II 

V 

V 


2 

3 

4 

3 

4 
6 


3 

3 


3 


2 

M 
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酉等价 (unitary equivalent) 

酉算子 (itnitary operator) 

极大元 (maximal element) 

极化恒等式 （polarization identity) 

极限点 (duster point) 

严格凸的 （strictly covcx) 

两择一 ^ 定理 （alternative theorem) 

拟幕零算子 （quasi ail potent operator) 

连续 （ coatinuous) 

连续函数 （continuous (unction) 

连续函数空间 （ sp&ce of continuous functions) 

连续映射 （continuous mapping) 

连续谱 （continuous spectrum) 

伴随算子 （adioint operator) 

部域 （ neighborhood) I. 

邻域基 (base for aeighborhoods) 

近似点谱 (approximate point spectrum) 
fe 序的 (well ordered) 

良序定理 (well ordering theorem) 

序列弱*收敛到 /(sequence {/.}*,! i* weak* convergent 
to 0 

序列 {«.}•-! 弱 收效到 Jr 0 (s«quence converges weakly to 

*•) 

完全有序的 Otally ordered) 

完全有界的 （totally bounded) 

完备化 （ completion) 

完备的 （ complete) 

张成的 (tpanned) 

局部 ft 的 0«Hy convex) 

局部紧的 （locally compact) 


1 V .6 

IV.6 


IIK7 
IV.3 

iva 


附录 

IV. 1 

u.4 

附录 

附录 

IV.4 


HI, 


附录 


A 画 


尥数 (norm) 
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ttt 


范数 II . II I 强于 U * IU (nortull • (li ttroager than J • flj) 


直接和 （direct sum) ^ K2 

拓扑 （ topology) 附录 

拓扑互补子空间 （ topologic*l complementary subspace) IV.2 

拓扑补 (topological complement) IV.2 

拓扑空间 (topological space) 附录 

图形 （ graph) HI.3 

典型映射 （canonical mapping) III.4 

和 （ *um) 1.2 

所有序列空间 (space of *11 sequencei) 1.3 

单边移位算子 （unilateral shift operator) IV* 1 

单射的 (inicctive) 1.7 

空间 L»(tpace L») 1.3 

空间 P(«pace /，） 1-3 

定义域 （ domain) Uh2 

线性无关的 （linearly independent) 1.3 

线性泛函 （linear functional) 1-7 

线性组合 （ line&r combination) 1*2 

线性空间 （linear space) 1*2 

线性相关的 C linear dependent) ' 12 

线性流形 （linear manifold) 1*2 

线性距离空间 （linear metric space) 1*3 

线性賦范空间 （linear fiotmed space) 1.7 

线性算子 （linear oper»tor) 1.7 

线性簇 （linwr «riety) II1.2 

限制 （ f«triction) IV.2 

九 画 

标置值谱测度 spectral mcaiure) IV.5 

指标 (index) IV.3 

指标定理 （ ind« theorem) IV.3 

点 （ point) 1.2 

点谱 （ P oint spectrum) IV. 1 

恒等算子 （identity operator) h 习 ® 

重指标 （ multiindcx) I •备 
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选择公理 （axiom of choice) 

保范算子 (operator preserving norm) 

急减函数 （rapidly decreasing function) 

急减函数空间 (spAc« of r&pidly deereAiing functions) 
逆算子 （ imrer*e operator) 


十 麵 

真的 (proper) 

换位 （ commutant) 

聚的 (compact) 

紧空间 （compact space) 

紧集 （compact set) 

紧算子 （compact operator) 

特征元 (eigenvector) 

特征值 (eigenvalue) 

值域 （ range) 

射影 （ projection) 

射影定理 （projection theorem) 

部分有序的 (partially ordered) 

弱开集 （weakly open *et) 

弱列紧的 (weakly sequentially compact) 
弱*列紧的 （ sequentially compact) 

弱邻域基 (base for weak neigKborhooda) 
弱序列闭的 (weakly sequentially closed) 
弱拓扑 (weak topology) 

弱聚点 （weak cIu«ion) 

弱解 （ we ak solution) 

弱解析 （weakly analytic) 

预解式 （ solvent) 

预解集 C^sgWent *et) 

十 _ 爾 

球 (ball) 

S 想（咖》 1) 


1.1 
IV.6 
V_2 
1.8 
1.7 


1.2 

111.2 

附录 

附* 
IV.J 

IV, i 

IV. I 

1.7 

IV.t 

11.3 

1.1 

II1.» 

111.7 
m.7 
Ill.g 

111.2 

111.8 

iii.b 
v . 引言 



IV,i 


1.4 

IV.3 

f2S9f 




基 （ basis) 1*2 

距离 (metric) 1_3 

距离空间 （metric space) 1.3 

第一纲点集 （》et of the first category) IH‘3 

第一预解公式 （the first resolvent formnla) IV. 1 

第二纲点集 （set of the second category) III.3 

第二预解公式 (the second resolveiu formula) IV . 习题 

隐函数存在定理 （implicit funettofl theorem) 1.9 

维数 （ dimeasioii) 1.2 


十二画 


扭平面 （ hyperplane) Hh2 

超限归纳法 (traasfiaite induction) 1*1 

最佳逼近元 （best approximation element) 111-7 

剩余谱 （retidual speccram) IV.1 

等价范数 （equivalent norm) Ul.I 

幂等的 （ idrmpotent) IV.2 

强解析 扣 ng〗y analytic) *V,1 

缓增函数 (*lowlf increasing function) V.2 


十三画 


零元 (sero element) 1.2 

零化子 （ urmihilater) , III.6 

零空间 （null space) 11.4 

稠密集 (dense «et) 1.4 

解折的 (»»*lytic) 1V.1 

满射的 Ouriectivc) 1.7 

数乘 （ scaUi multiplication) 1.2 


十四酾 


算子函数 （opefatof function) IV*5 

谱 （ spectfum) IV-1 

谱半径 （spectral radiut) IV. 1 

谱半径公式 （ spectr*l radius formsU) iV.l 

* ^ 

m ^90 * ，一 





谱獮度 (spectral metsun) ^ ^ 

谱族 （ *pect«l family) 5 

Baire 纲定理 （Baire category theorem) 也 ，3 

Banach 共辆算子 （ B»n*cfc con)ugite operator) 出 *5 

Banach 扩 张定理 (Binacb extension theorem) ni _2 

Banach 空间 （Banach space) 

Banach 逆算子定理 (B»iwch iiiTerte opefator theorem) HL3 

Benel 不等式 （ Bessel’* inequality) 

C»uchy 序列 ("Cauchr sequence) U 

Cayley 变换 (Cayley transform) W*6 

Dirac 涵数 (Dirac function) V. 1 

0 广义函数（逆 generalized function) V.l 

空间 (P**pace) 1’8 

Frochet 可微 （Ffdchet diHereati«blo) U 

Frochet 导数 （Ftichet deti ▼ 纛 tiv«) l.® 

Prochet 空间 （FrAchet space) U1.8 

Fr^cbet-Riess 表现定理 (Fr^chet-Rie«x representation theorem) 11*3 

Fredholm 交替定理 (Fcedholm sUernat»Ye theorem) IV-3 

Fredholm 算子 (Fredholm operator) 1^ 5 

Habxt-Banach (Haha-BanAch theorem) HI，; 

Hakn-Banach 定理的几何形式 （geometric form of tiie Hahn-Banach 

theorem) 111*2 

Hamel £ (Hamel b«U) 12 

Mauadorfl 空 1 司 （Hausdorff space) 附录 

Helliager-Toeplitz 定理 （ Helling«r-Toeplit» theorem) MIS 

Hilbert 共扼算子 （Hilbeft conlug&te opet»tot> 

Hilbert 空间 （Hilbert space) 

J*cobi 矩阵 (Jacobian m*triz) 

Lax-Milgram 定理 （ L»*-MUgr«n theorem) 

Lipschitz 条件 （ Lipschit* condition) U 

Lipscliits 常数 （ Lipschit* con*t*sU) 1 * 分 

Minkowski 泛函 （ Minfcow*ki fanctioo*!) Ul^l 

{< ， 〆 } 约化 reduce T) lV ' 2 
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M<mtel 定理 （Montel theorem) 1.6 

Neumann 级数 （Nemnanc series) HlA, IV* 1 

Parseval 公式 （Parseval formula) II.2 

P 阶平均收敛 （mean conrergence of order p) 1.3 

穸赛可积函数 （卜 power int^grftble function) L3 

Rie** 引理 (Riei« lemma) 1.7 

Riesz-Schauder 理论 (Rietc-Schauder theorf) IV.3 

Schmidt 正规正交法 （Schmidt orthogonalizstion process) 11.2 

Schwarz 不等式 (Schwarz inequality) II.1 

VoUerra 积分萍子 （VoUerra integral operator) UKl 

9 T k O ) 与 r a (x) 等价 （ 9^(*) U equivalent to 9T,C*)) 附录 

* 与 j 的距离 （distance from * to A ) I . 习理 

Zorn 引缠 (Zorn’s lemma) Ll 

8 —网 («»net) Uf 
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记号表 


谠明：数字 IV .4 表示第四章第四节余类推. 

f 


A B 

IV .4 

A* 

11.4 

A 

111.5 


1.7 

/( D ) 

HA 

，o) 

1.9 

argy 

复数 * 的辐角的主值 

fl ( r e ， r ) 

1.4 

B.(fl) 

IV .1.-4* 

C [0,1] 

1.5 

C(Q) 

1.7 

Ci(Q 

1 U 


复数域 

1.3 

1.8 

IV. 3 
U 

V. 1 
111.3 

va 


霣 （ R) 

v.l 

det^ 

I.» 

dimJC 

1.2 

吖 *,y) 

1.3 


I . 习題 

ess&up|/(r)| 

I.i 

i * j 

， (x) 

IV,3,3 8 

f 

v . 引宮 


穿 -(a) 
穿 (x) 

(0 

Z> ， (F) 

0( T) 

m 
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r*(0) 

t .4 

w* 


fm - ► t 

HI . 7 

°G 

111.6 

G(T) 

III .3 

H* 

11.3 

H ， 

1.7 


1.7 

H*(^) 

H.l 

H\H t 

集合在集合 H 中的余集 

ind(T) 

IV.3,3" 

i&t£ 

1.8 

kerf 

II 1.2 

L*tT 

1V.2 

LV, 办 ] 

II . 1 

L> 

1.7 

^[0,1] 

1.3 


t7 

r[lM] 

1.3 

纪⑷ 

IL 4 

5f(X) 

IU .1 

iif(x ， y) 

111.1 

(0 

1.8 

/* 

11.1 


/» 


u 

1.3 


M Q 


UL6 


M[e 9 b] 

(!») 

•(£) 

… ， ou} 

wen 


I . 习里 

1.3 

集合 E 的 Lebeigue 测度 
实数 》 i ， …， 《» 中最大数 
实数《»，•••，《*中最 / J 、 数 

算子 r 的零空间 

m.B 




Lft 
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RCr) 

/?(A ， r) 

R 

R- 

5[o，n 

寒 gn» 

^CR*) 

*«pp{/> 

(O 

\ry 

T\Jt 

<T 9 <P> 

r;(o 

var ( 茗） 
X 

X“ 


jc„ + Af 


算子 r 的值域 

iv . 1 

实数域 

•维欧氏空间 

1.8 

IIL1 

1.2 

1.8, V,2 

H * l , 附录 
U3 
IV. 2 
IV.2 
V •引言 

U.3 
I . 习题 
l •习翅 
III. 4 

111.4 

111.4 
1.8 

元素 * 的范数 
III. 2 



，？95 , 


P(T) 

fiKiCO 

PimCn 





dy 


(*，，） 


IV. 1 
IV. 1 
1.8 
1.8 
'II. 4 
II. 4 

Il*l 9 Kroneeker 常数 

' H 



6Q 


XA - 4 - fiB 
0 
㊉ 







1.6 
III. ? 

空集 

直接和 

I.i 

保范同构 
表示左端由右端定义 
表示左端蕹含右端 
表示 右端菹 含左端 
表示左、右两端等价 

IV.1,4 C 
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